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Ubung 9 Komplexe Fourier-Reihe
Komplexe Fourier-Koeffizienten, Reelle-Komplexe Fourier-Reihe

Lernziele

- einen neuen Sachverhalt analysieren kénnen.

- diereelle Fourier-Reihe einer periodischen Funktion in die komplexe Fourier-Reihe umformen kénnen und
umgekehrt.

- die komplexen Fourier-Reihe einer Funktion, die aus einer Linearkombination trigonometrischer Funktionen
besteht, direkt bestimmen kdnnen.

- das Spektrum einer periodischen Funktion als Balkendiagramm grafisch darstellen kénnen.

- die Bedeutung der einzelnen Summanden der Fourier-Reihe verstehen.

- beurteilen kénnen, wie sich die komplexen Fourier-K oeffizienten einer periodischen Funktion verandern, wenn
man die Funktion skaliert.

Integraltabelle

Oe?X dx = ieax+ C (at 0)
Ox.e dx = (axizl) eX + C (at 0)
a
Aufgaben
1 Gegeben ist die periodische Funktion x(t) und ihre reellen Fourier-Koeffizienten ag, ay (kT N) und
by (kT N).
i) Bestimmen Sie die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢y (kT Z) aus den reellen Fourier-
Koeffizienten ag, a (kT N) und by (kT N).
i) Bestimmen Sie die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢y (kT Z) direkt aus der Funktion x(t).
ii) Schreiben Sie ein paar Glieder der komplexen Fourier-Reihe auf.

a) x(t) aus Ubung 4, Aufgabe 2:
X(t)
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b) (siehe Seite 2)

12.11.2004 m_ti04_u09.pdf 17



HTW Chur

Telekommunikation und Informatik, Mathematik 2, T. Borer Ubung 9 - 2004/05
b)
x(t)
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c) x(t) aus Ubung 4, Aufgabe 3:
x(t)
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2. Zeigen Sie, dass die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢, (kT Z) einer periodischen, reellen Funktion
X(t) die folgenden Symmetrie-Eigenschaften besitzen:
a) x(t) gerade =} el R
b) X(t) ungerade b Cy rein imaginar

c) * (|ck| geradein k) U (arg(ck) ungerade in k)

Hinweise:

- Gehen Sie bei @) und b) von der Definition der komplexen Fourier-Koeffizienten ¢, (kT Z) aus (siehe
Theorie-Blétter "Komplexe Fourier-Reihe").
Beriicksichtigen Sie die Eigenschaften der reellen Fourier-K oeffizienten ag, ay (kT N) und by (kT N)
einer geraden bzw. ungeraden Funktion.

- Benitzen Sie bei ¢) die im Unterricht hergel eitete Symmetrie-Eigenschaft c_ = (ck)*

3. (siehe Seite 3)
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3. Bestimmen Sie die komplexe Fourier-Reihe der nachstehenden Funktionen x(t).
L 6sen Sie dazu die folgenden Teilaufgaben:

- Bestimmen Sie Tound wy,
- Bestimmen Sie die Fourier-Koeffizienten ¢, (kT 2).
- Stellen Sie das Spektrum { ¢} der Funktion x(t) grafisch als Balkendiagramm dar.

a) X(t) = cos(4t) + sin(8t)
b) X(t) = cos(4t) + sin(6t)
c) X(t) = cos(4t) + sin(pt)

d) X(t) = cos(% (t-l))

4, Eine periodische Funktion x(t) mit der Grundperiode T und der Grundfrequenz w := 2p/Tgkann in eine
reelle Fourier-Reihe oder in eine komplexe Fourier-Reihe entwickelt werden:

Reelle Fourier-Reihe:

3
1) x()=a+dA (awccostkwg) + byesin(kwg) ) (ag ay, bid R)
k=1

Komplexe Fourier-Reihe:

¥
[o] . ~
(2 x(t)= A ceekw (cd ©)
k=-¥
a) Driicken Sie die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢, (kI Z) durch die reellen Fourier-
K oeffizienten ag, ay (kI N), by (kT N) aus und umgekehrt, d.h. formulieren Sie die beiden
Zusammenhange
D® (2): ag, ay (KT N), by (KT N) ® ¢y (kT 2)
2)® (1): cy (kI 2) ® ag ¢ (KT N), by (kT N)
Hinwels:
- Der Zusammenhang (1) ® (2) entspricht der Definition der komplexen Fourier-Koeffizienten
¢, (kT 2).

- Der Zusammenhang (2) ® (1) ergibt sich durch Umformung des Zusammenhanges (1) ® (2).

b) Vergleichen Sie die beiden Formen (1) und (2) der Fourier-Reihe wie folgt:
Geben Sie an, welche Summanden sich in den Fourier-Reihen entsprechen, d.h. welche
Summanden jeweils
- den konstanten Anteil

die Grundschwingung bzw. die 1. Harmonische

die 2. Harmonische

die 3. Harmonische

die 7. Harmonische

- die n. Harmonische

in der Fourier-Analyse der Funktion x(t) beschreiben.

5. (siehe Seite 4)
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5. Wiein der Aufgabe 4 der Ubung 7 sollen Sie in dieser Aufgabe beurteilen, wie sich eine Skalierung bzw.
eine Zeitverschiebung einer periodischen Funktion x(t) auf deren Fourier-K oeffizienten auswirkt.

Gegeben ist eine beliebige periodische Funktion x(t):
X(t)

Die komplexen Fourier-K oeffizienten ¢y (kT Z) von x(t) seien bekannt.

Beurteilen Sie mit schilssiger Begriindung, inwiefern sich die komplexen Fourier-Koeffizienten
¢k (kI Z) von x'(t) von den Koeffizienten ¢y (kI Z) von x(t) unterscheiden.

a)
X(t)
A
..— T AI
vV FT
X'(t) ist gegeniiber x(t) um den Faktor r := % skaliert, d.h. x'(t) = r-x(t)
b)
X(t)
A
t
X'(t) ist gegeniiber x(t) zeitlich um den Faktor r skaliert bzw. "gestaucht”, d.h. Ty = % To
c)

x'(t)

avavain

V. Vv bV I
to l
X'(t) ist gegentiber x(t) um tq zeitverschoben, d.h. x'(t) = x(t-tp)
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Losungen
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1 l
p Ck= . Eak (k>0)y
1 %a_k (k<0)ﬁ
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c) *
3. (siehe Seite 6)
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3. a) To=2, wy=4 0120_1:; cep=-1 co=(c)r =L =0 (K152
2 2 2 2

lcy arg(cy)
1/2 Lo
21 | 12 21| 1 |
- p/2 +4
_ _ _.. -1 _ 1 — (e =1 -0 (ki
b) To=p, wp=2 C2=Cp=5 , C3=-5 , C3=(C9* =5 , C=0(k +2,3)
|cyl arg(cy)
1/2 T p/2
+ } 4 — — K
-3 -2-1 | 1 2 3 -3 -2 -1 1 2
- p/2 4+
c) X(t) ist nicht periodisch und besitzt daher keine Fourier-Reihe.

_ _p
d) T0—8,W0_4
clzée'jp/“ » C1=(c)* :%(;jpm » O =0 (k* £1)

lcl arg(q,)

A A

1/2
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L 1
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- p/4 -

4, a) (1) ® (2): ag a (KT N), b (K N) ® ¢ (kT 2)
S
o=, 2 (10 (k>0)
P lapiby ko)

(2) ® (1) c (K1 Z) ® ag, ay (KT N), by (KT N)

dp= Co
A = CtC
by = j(Ck-C.)

b) (siehe Seite 7)
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b)
1) (2)
konstanter Anteil | ag Co
Grundschwingung | 81-cos(W¢f) + by-sin(wgf) | ¢;.elWot + c_q-eWot
2. Harmonische | @yCos(2wt) + bysin(2wql) | c,.ei2Wot + ¢_,-ei 20t
3. Harmonische | agcos(3wgf) + b sin(3w() | co.el3Wet + c_ged3Wt
7. Harmonische az-cos(7wt) + bz-sin(7wt) C7-eJ7WOt + c_4-e'j7W0t
n. Harmonische an-cos(nwt) + by -sin(nwgt) cn-d nwt 4+ C_n-e‘j”WOt
5 a) Die Koeffizienten vergréssern sich um den Faktor r.

Ci =TIy (kI 2)

b) Die Koeffizienten bleiben unverandert.
Ck' = Ck (k| Z)

c) Eine Zeitverschiebung um tg hat fur jeden Summanden in der komplexen Fourier-Reihe die
folgende Auswirkung:
oy -elkwot (Kl 2)
ocavoltio)
= ¢ -elkwot.gkwolg
= (cl<-e'J"<W0to)-eJ"WOt
Esfolgt also:
¢ = ceerikwio (kT 2)
Der Betrag von ¢, bleibt gleich, nur das Argument andert:
lek| = lexd (kI Z)
arg(cy) = arg(cy) - kwgtg (kl 2)
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