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Ubung 9 Reelle Fourier-Reihe
Betrags-/Phasen-Dar stellung

Die reelle Fourier-Reihe einer periodischen Funktion x(t) mit der Grundperiode T und der Grundfrequenz w := 2p/T
kann sowohl in der Sinus-/Cosinus- als auch in der Betrags-/Phasen-Darstellung geschrieben werden:

Sinus-/Cosinus-Darstellung

¥
x®)=2+ g (accoskwot) + bysinkwot)) (2. ay. byl R)
k=1

Betrags-/Phasen-Darstellung

¥

x(®) =ag+ g Axcoskwot+ ) (3] R, A3 0, 0j | <2p)
k=1

oder
¥

x(®) =ag+ g Brsin(kwgt+f i) (3] R, B2 0, O£f | <2p)
k=1

Lernziele

- neue Sachverhalte analysieren kdnnen.

- diereelle Fourier-Reihe einer periodischen Funktion von der Sinus-/Cosinus-Darstellung in die Betrags-/Phasen-
Darstellung umformen kénnen.

- verstehen, inwiefern sich bei einer zeitlichen Verschiebung einer periodischen Funktion deren reelle Fourier-
Koeffizienten in der Betrags-/Phasen-Darstellung veradndern.

Aufgaben
1 Im Unterricht wurde gezeigt, dass der Term g -cos(kwgt) + by -sin(kwgt) geschrieben werden kann alsreine
Cosinus-Funktion:
a-cos(kwt) + by -sin(kwt) = Ay -cos(kwt+j )
wobel Ay und j | das folgende Gleichungssystem erfullen miissen:
a = Ak-co§0 !()
b =-Ay-sin( k)
L &sen Sie dieses Gleichungssystem nach A, und j | auf, d.h. driicken Sie die Fourier-K oeffizienten (Ay.j k)
der Betrags-/Phasen-Darstellung durch die Fourier-K oeffizienten (g ,by) der Sinus-/Cosinus-Darstellung aus.

Hinweise:

- Fassen Sie g und -by as kartesische Koordinaten eines Punktes P auf, d.h. P(ay|-by).

- Zeichnen Sie den Punkt P in ein zweidimensional es kartesi sches K oordinatensystem ein.
- Zeigen Sie, dass A und j | gerade die Polarkoordinaten des Punktes P sind.

- Ausder Zeichnung kénnen nun die gesuchten Beziehungen abgel eitet werden.

2. Gegeben ist die periodische Funktion x(t) und ihre reellen Fourier-K oeffizienten g, ay (kT N) und by (KT N).
i) Bestimmen Sie die Koeffizienten Ay (kT N) und] K (kT N) mit Hilfe der in der Aufgabe 1 hergeleiteten
Beziehungen.
i) Schreiben Sie die ersten paar Glieder der reellen Fourier-Reihe sowohl in der Sinus-/Cosinus- als auch

in der Betrags-/Phasen-Darstellung auf.
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a) x(t) aus Ubung 5, Aufgabe 2:
X(t)
1
} } | il !
- TO - T0/4 T0/4 TO
1
%72
¥ 2 (k=159..) {]
=159,... « 1y k-1)/2
_ l kp2 - _ | ﬁ—l% (k ungerade)
&=L .2 (k=3711..)¥"1 P
T kp 10 (k gerade)
0 (k gerade)
bk =0
b)
X(t)
1
ot
- TO T0/2 TO
1
072
=0
1 2 (k ungerade)
by =1 kp
I 0 (k gerade)
C) x(t) aus Ubung 5, Aufgabe 3:
x(t)
7 A —
/
/',
. /',
/I
} } } -t
Tol2 T2 To 3Tg2 2T
_3A
0=
3 2A
-
ac=| k2p2 (k ungerade)
10 (k gerade)
A
by =- kp
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3. Gegeben ist eine beliebige periodische Funktion x(t):
X(t)

A

alavVayare
v

~~—
T

Die Fourier-K oeffizienten ag, Ay (ki N) undj | (kI N) seien bekannt.
Nun wird x(t) zeitlich um ty verschoben, und man erhélt die verschobene Funktion x'(t) = x(t-tp):
X ()

VT VT

a) Beurteilen Sie, inwiefern sich die Fourier-K oeffizienten ay', Ay’ (kI N) undj ' (kT N) der
verschobenen Funktion X'(t) gegentiber den Koeffizienten ag, A\ (kI N) undj | (kT N) der
urspriinglichen Funktion x(t) verandert haben.

b) Prifen Sie die Ergebnisse aus @) am Beispiel der beiden zueinander zeitlich verschobenen
Rechtecksfunktionen aus der Aufgabe 2 a) und b) nach.

4.* Der Term g -cos(kwt) + by -sin(kwt) kann geschrieben werden als reine Sinus-Funktion:
g¢-cos(kwt) + by sin(kwt) = By -sin(kwgt+f 1)

Leiten Sie analog zur Aufgabe 1 die Beziehungen zwischen den Koeffizienten (g,by) und den Koeffizienten
(By.f ) her.
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L dsungen
L A Ak = \’ q(2+bk2
N\ k..
-b P(ayl-by) | - arctan%% (a>0)
Ak | |, - J% (3=0 U b} >0)
=l p ‘
Ik " 2 (akzo U bk<0)
. L
ak T - arctan®X0 + <0
| G’ P (&<0)
1 2 (k ungerade)
2 a) i) Ac=] kp
0 (k gerade)
i 0 (k=1,59,..)
Jk=1 P (k=3,7,11,..)
I unbestimmt (k gerade)
i) Si nusr/Cosi nus-Darstell ung

X(t) = 5 + = cos(wot) 3p cos(3w0t) + 2 cos(5w0t) 7 cos(?wot) +.

Betrags-/Pha%n Darstellung:
X(t) = 2+*<:os(wot) +2 cos(3w0t+p) L 2 COS(5WOt) t o 2 cos(?w ot+p) +.

2

b) M A= ll kp (k ungerade)
0 (k gerade)
_— i.P (k ungerade)
Jk=1 2
I unbestimmt (k gerade)
i) Si nus-/Cosi nus-Darstellung:

x(t) =7+ isn(wot) 2 ® sin@wl) + g5 2 . sin(5wl) + 75 2 . sin(7wol) +

Betragsr/Phasen Darstellung:

X(t) = + % cos(wot - E) cos(3w0t E) + - cos(5w0t - E)

A

i 2p2 VA 2p2 (k ungerade)
9 D AR
1 kp (k gerade)
i - arctan(Jz) +p (k ungerade)
Jk=1
T 2 (k gerade)
i) Sinus-/Cosinus-Darstellung:

3A 2A 2A 2A
xt:f cos(wnt cos(3wnt cos(5wnt
0= - 2 costwot) - pz S(AWgt) - 55,2 COSBWg) -

% sm(wot) - s|n(2w0t) Ap sin(Bwt) -
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Betrags-/Phasen-Darstellung:

3A A
XM ="+

LA
25p2
g
3. a) Xt =g+ q Ak-coskwot+ i)
k=1

¥
X(t) =x(tto) =2+ § Awcos(kwo(t-to)+] )

k=1

4+25p2 cos(SWOt - arctan(%g) + p) +

Ap cos(6w0t +

2 ] p A p
4+p cos(wot arctan(z) + p) + 2 cos(ZWOt + 2)

A 2 ) 3p A g)
+ 9p2 4+9p cos(3w0t arctan( 2) + p) + 4p cos(4wot + 5
p

2

¥ ¥
=g+ é_ Ak-cos(kwot+(j k-kwoto)) =!30' + é A -cos(kwt+ ')

k=1
P & =a
Ak' = Ak
k' =1 kkwotg

k=1

Eine zeitliche V erschiebung @ndert in den einzelnen Fourier-K omponenten nur die Phasen, die
Amplituden bleiben gleich.

b)

4. * &= Bk-sin(f k)
bk = Bk'COS(f k)

A

P(bylay)

(b>0)
(=0 U 2,>0)
(b=0 U a,<0)

(b <0)
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