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Anwendungen der Trigonometrie

1 Anwendungen der Trigonometrie

Lernziele:

e Berechnungen im rechtwinkligen Dreieck auf konkrete Situationen im Bauwesen anwenden konnen

1.1

Grundlagen der Trigonometrie

Die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus werden als y- bzw. z-Koordinate eines Einheitsvektors
in einem 2-dimensionalen Koordinatensystem definiert:

Abbildung 1: Definition von Sinus und Cosinus

Somit sind Sinus von ¢ und Cosinus von ¢ Funktionen des Winkels ¢ im Einheitskreis. Die folgende Abbildung
zeigt die Werte der Sinus- und der Cosinusfunktion fiir Winkel in den vier Quadranten.
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Abbildung 2: Sinus und Cosinus im Einheitskreis
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Der Tangens und der Cotangens sind nun so definiert:

tanp =
cotp =

sin
cos ¢
cos
sin ¢

N

Im Einheitskreis werden ihre Werte nur im I. Quadranten dargestellt.
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1.2 Trigonometrische Funktionen und rechtwinkliges Dreieck
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Eine spezielle Anwendung finden die trigonometrischen Funktionen fir Berechnungen im rechtwinkligen
Dreieck. Diese Berechnungen sind insofern bedeutsam, als in der Praxis sehr haufig Probleme mit rechtwink-
ligen Dreiecken auftreten. Im rechtwinkligen Dreieck treten nur spitze Winkel und eben der rechte Winkel auf.
Deshalb kénnen wir uns auf die Definitionen der trigonometrischen Funktionen im I. Quadranten des
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1.3  Verschiedene Winkelmasse 3
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Abbildung 3: Tangens und Cotangens im Einheitskreis

Koordinatensystems beschrianken. Der rechte Winkel wird von den Katheten eingeschlossen. Thm
gegeniiber liegt die Hypotenuse. Es gilt dann gemiss der folgenden Abbildung:
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Abbildung 4: Die trigonometrischen Funktionen und das rechtwinklige Dreieck

1.3 Verschiedene Winkelmasse
Im Geometrieunterricht der Grundschule wird tiblicherweise das Gradmass des Winkels verwendet (= "de-
gree’). Dabei wird der Vollwinkel in 360° eingeteilt. Der rechte Winkel misst dann 90°.

FEin anderes Winkelmass ist das Bogenmass. Es misst die Linge des zum Winkel gehtérenden Bogens im

Einheitskreis.
Nach der Formel fiir den Kreisbogen b = 2';6'35“ erhalt man mit » = 1 und o = 180° den Wert % =T.

Die Masseinheit ist rad. Sie wird aber meistens nicht aufgeschrieben.

Fiir die Umrechnung zwischen dem Grad- und dem Bogenmass eignet sich folgende Proportion:

(Winkel in Grad) : 180 = (Winkel in rad) : 7w

Bekannten Winkel einsetzen und den anderen ausrechnen. Haufig wird der im Bogenmass angegebene Winkel-
wert als Vielfaches von 7 dargestellt, so z.B. bei 90° = grad oder 120° = 231[ rad. Bei 'unschonen’ Vielfachen

wird einfach der Dezimalwert angegeben, z.B. 226° = 3.94444410950718 rad
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Abbildung 5: Das Bogenmass des Winkels

1.4 Berechnungen mit Taschenrechner und Computer

Die Berechnung der Werte der Grundfunktionen bietet im Allgemeinen keine Schwierigkeiten. Beachten
Sie beim Taschenrechner die Einstellung des Gradmasses (Altgrad, Bogenmass oder Neugrad).
Computerprogramme rechnen in der Regel im Bogenmass. Also missen Winkel in anderen Massen ins
Bogenmass umgewandelt werden (siehe oben).

Ist aber der Funktionswert gegeben und wird der Winkel gesucht, ist die Lage schwieriger. Taschenrechner
und Computer liefern zu einem Wert nicht alle moglichen Winkel, sondern nur den sogenannten Hauptwert.
Beim Sinus und beim Tangens sind dies die Werte zwischen —90° und 90° und beim Cosinus sind es die
Werte zwischen 0° und 180°. Die Umkehrung der Cotangensfunktion kann man mit Taschenrechner und

Computer nicht direkt ermitteln. Man muss tiber die Beziehung zum Tangens gehen. Es gilt ja cot ¢ = tarll >

In den folgenden Beispielen werden alle Losungen im Intervall [0; 27] gesucht.

sinx = —0,2 III, IV (zuerst sollen die méglichen Quadranten bestimmt werden.)
TR: z1 = —11.54°  oder —11.54° + 360° = 348.46°
xq = 180° — x; = 191.54°
cosz =0,3 I, IV
TR: 21 = 72.54°
o = 360° — x1 = 360° — 72.54° = 287.46°
tanx = —5 II, IV
TR: x1 = —78.69° oder —78.69° + 360° = 281.31°
T2 = 21 + 180° = —78.69° + 180° = 101.31°
cotr =3 I, 111

Da die Cotangensfunktion nicht am Taschenrechner oder im Computerprogramm verfiighar ist, muss man

den Cotangenswert zunéchst in einen Tangenswert verwandeln:
1

cotxr = e =3
tanx = 3

TR: 7 = 18.43°
To = 1 + 180° = 18.43° + 180° = 198.43°
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1.5 Aufgaben

1) Rechnen Sie den angegebenen Winkel vom Gradmass ins Bogenmass bzw. umgekehrt um:
a) 18° b) 2 rad c) %TF rad d) 330° e) 145° f) 3.1415 rad g) 37 rad h) 182°

2) Zeichnen Sie fiir jeden angegebenen Winkel in einer Skizze des Einheitskreises den Sinus- und den

Cosinuswert ein.
a) 250° b) 1.7 rad c) 27 rad d) 130° e) 60° f) 0.3 rad g) £ rad h) 330°

3) Berechnen Sie mit dem Taschenrechner bzw. mit Excel die angegebenen Funktionswerte:
a) sin123°  b) cos235° ¢) tan75° d) cot340° ) sin0.72 rad  f) cos Zrrad  g) tan 2.5 rad
h) cot 5.2 rad

4) Im rechtwinkligen Dreieck in der Abbildung unten sind jeweils 2 Grossen gegeben. Berechnen Sie die
restlichen Seiten und Winkel.

A c B

Abbildung 6: Rechtwinkliges Dreieck

a)a=>5cm, b=23cm b) ¢ =12.7m, o = 30° ¢)b=12 cm, g = T78° d)b=5cm, c=12 cm

5) Die Abbildung 7 gibt die maximal zuldssigen Neigungswinkel fiir Treppen an. Ebenfalls sind zuldssige
Masse fiir Auftritt und Steigung aufgefiithrt. Mit einer geraden Treppe soll in einem Wohnhaus ein Hohen-
unterschied von 3 m iiberwunden werden. Richten Sie eine geeignete Treppe ein, welche die Normen erfiillt
und mit einer Minimalzahl von Stufen auskommt. Welche horizontale Lénge nimmt die Treppe ein? Geben
Sie das Steigungsverhiltnis Threr Treppe auch in Prozent (%) an.

Je flacher der Winkel, de- Auftritt und Steigung Auf dar Lauflinia soliten dar
sto baquemer und sicherer Auftritt a) 25-29 cm und
i;teiﬂe_Treppe. Knkglfa-la& die Steigurg sp 17-19 cm
2 Meigungswinkel sin befragen. Stufen won ge-
;?EEE:E”T"" 3ce. InG.';.Lthm wendeltan Treppen ausser-
hausarn sollten sinen kai- a = Auftritt halb won ¥YWohnurgen soll-
ner=n Neigurgswinkel als te_nanders::l_'lrnalstenS-?ele
417 aufweis=n. Beisteilen, einen Aufiritt von mind.
langen Treppen sind Jwi- 12 cm, won Haupttreppsn
'!;“ Ihr-nl_i-t-- schenpodest=empfiehle ns- mind. 15 cm aufwaisan, um
75° Stejltreppen h A
45° Keller= und Bodentreppen wert. die feuerpalizeilichen An-
41° Wohnungs- und Wohnhaus- = = Steigung forderungen zu erflilen.
trenpen
307 Offentliche Treppenanlagen X

20" Freitrepmen
5" Rampen

Abbildung 7: Maximaler Neigungswinkel, Masse fiir Auftritt und Steigung
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6) Eine gerade Treppe, welche einen Hohenunterschied von 5 m iiberwindet, besteht aus Stufen mit einem
Auftritt von 27 cm und einer Steigung von 18.5 cm. Darf diese Treppe in einer 6ffentlichen Anlage eingebaut
werden?

7) Die Abbildung 8 gibt fiir verschiedene Steigungsverhiltnisse bei Treppen die zugehérigen Winkel an.
Uberpriifen Sie durch Rechnung diese Winkelwerte.

Die Abmessungen und Ab-  Steigungsverhaltnis

stinde der Trtt- und Setzr- 2 Steigungen + T Auwftnitt =
stufen sind abhdngig won 62-64 cm
der Schnitlinge des Men-
schen. Der Schritt won Er-
wachsenen misst owischen
58 und 65 om. Die so ge-
nannte Spazierschttldnge
betrigt im Durchschnitt ca.
63 crm. Daraus ward das Ster-
gungsverhiling berechnet.
Bei Mehirfamilienhdusern st
das  Steigungsverhaltris
17 528 em enwinsch.

17/29 =29
17.5028 =32°
19/25 =37
2023 =412

Abbildung 8: Steigungsverhéltnis bei Treppen

1.6 Losungen

1) a)03l4rad b)114.6° ¢)120° d) 576 rad e) 2.53 rad £) 180° g) 225° h) 3.18 rad

2) a)[LQuadr. b)97.4°, ILQ «¢)225°, [ILQ d)ILQ e)LQ f)17.2°,1.Q g)210° IILQ h)IV.Q.
3) a)0.839 b)-0.573 ¢)3.73 d)-2.75 e)0.659 f)-0.5 g)-0.747 h)-0.53

4) a)c=5.83cm, a =59°, 5 =31°

b) a = 6.35m, b = 11.0m, 8 = 60°

¢) a = 2.55cm, ¢ = 12.3cm, o = 12°

d) a = 10.9cm, o = 65.4°, 5 = 24.6°

5) Eine mégliche Losung ist: 16 Stufen, Steigungswinkel 37°, Auftritt a = 25 cm, horizontale Linge £ = 400
cm, Steigung 75%.

6) Der Winkel ist o = 34.4° und damit grosser als 30°. Deshalb ist diese Treppe fiir eine 6ffentliche Anlage
nicht zugelassen.

7) Der erste Winkel sollte 30° sein (auf ganze ° gerundet). Die anderen Winkel sind korrekt.

Mathematik fiir Architektinnen und Architekten, H. Knoll (korr. T. Borer), HTW Chur



Einfiithrung in die Statik 7

2 Einfiihrung in die Statik

Lernziele:
e Einfache Probleme zum Krifte- und Drehmomentgleichgewicht 16sen kénnen.

e Beurteilen kénnen, ob eine mechanische Situation statisch stabil ist.

2.1 Krifte
2.1.1 Wirkungen einer Kraft

Wir Menschen haben in der Regel einen intuitiven Zugang zur 'Kraft’. So vergleichen wir oft die Muskel-
kraft verschiedener Personen miteinander. Die ’Gewichtskraft’ ist uns aus dem Alltag vertraut, insbesondere
wenn wir ihre Wirkungen in verschiedenen Situationen zu spiiren bekommen. Kréfte erkennen wir an ihren
Wirkungen.

Diese Wirkungen sind Beschleunigung oder Verformung. Sie hingen von der Grosse der Kraft (Betrag), der
Richtung und dem Angriffspunkt der Kraft ab.

2.1.2 Die Natur der Kraft

Die Physik kann sich nicht einfach auf einen intuitiven Zugang verlassen und fragt naturgeméss nach der
Natur der Kraft. Die Gewichtskraft tritt z.B. im Zusammenhang mit der Gravitation auf. Das bedeutet,
dass die Natur der Gravitation zwischen Korpern, die Masse besitzen, eine Kraftwirkung auslost, die wie
oben beschrieben eine Beschleunigung oder Verformung zur Folge hat. Muskelkraft wird durch einen
elektromagnetischen Prozess ausgelost. Die Krifte im Beziehungsfeld von Atomen und Elementarteilchen
sind unter anderem der starken bzw. schwachen Wechselwirkung zuzuschreiben. Damit haben wir die vier
grundlegenden Wechselwirkungen in der Natur bereits aufgefiihrt. Es sind dies also:

e Starke Wechselwirkung (z.B. Krifte zwischen Atomkernbestandteilen)

e Schwache Wechselwirkung (z.B. Kriifte im Umfeld von Elementarteilchen)

e Elektromagnetische Wechselwirkung (z.B. Muskelkraft, Krifte beim Elektromotor bzw. im Automotor)
o Gravitationswechselwirkung (z.B. Gewichtskraft)

Dass wir als Wirkung einer Kraft Beschleunigung oder Verformung angegeben haben, ist noch etwas un-
befriedigend. Wovon héngt es ab, ob die eine oder die andere Wirkung eintritt? Natiirlich kénnen wir die
dusseren Umstande anfiihren, unter denen eine Wechselwirkung zwischen Korpern gegeben ist. So wird ein
Korper, der freigelassen wird, durch die Gravitationskraft fallen. Liegt er jedoch auf einer festen Unterlage,
so wird er diese Unterlage etwas verformen und wird selbst dadurch ebenso etwas verformt.
Als Physiker suchen wir aber nach einer einheitlichen Erklarung. Und die finden wir auch, wenn wir die
Beziehung zwischen Kraft und Impuls suchen. Der Impuls p eines Korpers mit der Masse m und der Ge-
schwindigkeit v ist eine mengenartige Grosse, welche den Bewegungszustand eines Korpers beschreibt und mit
p =m - v berechnet wird. Durch eine Kraft auf einen Korper wird primar sein Bewegungszustand, also sein
Impuls geandert. Bei gleichbleibender Masse bedeutet dies eine Geschwindigkeitsainderung, also eine Be-
schleunigung des Korpers. Die Kraft, die wir mit F'bezeichnen, bewirkt diese Beschleunigung des Korpers.
Somit konnen wir definieren, dass die Kraft gleich gross ist wie die Stromstéirke des Impulses, der zu- bzw.
abfliesst. Die Kraft ist somit gleichwertig wie die entsprechende Impulsstromstdrke I,,. Formal kann man
schreiben:

F=1I,=p

p bedeutet dabei die Impulsdnderungsrate. Sie ist z.B. bei gleichbleibender Masse gleich m - v, wobei © die
Geschwindigkeitsdnderungsrate, also die Beschleunigung a ist. Wenn nicht nur eine Kraft sondern mehrere
Kriifte gleichzeitig auf den Korper (der hier punktformig gedacht wird) wirken, ist in der Formel oben fiir F
die Summe aller angreifenden Kréfte einzusetzen.
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2.1 Kriifte 8

Eine Verformung nehmen wir als Kraftwirkung dann wahr, wenn z.B. einerseits eine durch die grundlegenden
Wechselwirkungen verursachte Kraft auf den Korper wirkt, dieser aber andererseits in Kontakt mit einem
weiteren Korper steht. Ein klassischer Fall dieser Art ist bei einem Korper gegeben, der im Gravitationsfeld
auf einer Unterlage liegt. Die Gravitationskraft F bedeutet z.B. einen zufliessenden (abhéngig von der Wahl
des Koordinatensystems) Impulsstrom, wihrend die Druckkraft, mit der die Unterlage auf den Korper wirkt,
einen gleich grossen, aber abfliessenden Impulsstrom erzeugt. Somit fliesst jederzeit soviel Impuls aus dem
Korper weg wie gleichzeitig zufliesst. Die Impulsmenge im Korper bleibt dann gleich, seine Geschwindigkeit
bleibt konstant. Wenn er in Ruhe war, bleibt er in Ruhe.

2.1.3 Darstellung einer Kraft im Koordinatensystem
In der Praxis ist es vorteilhaft, Krifte in einem Koordinatensystem darzustellen. Das Kordinatensystem kann

in den meisten Fillen frei gewdhlt werden, es muss nicht immer horizontal oder vertikal ausgerichtet sein.

Abbildung 9: Darstellung einer Kraft im Koordinatensystem

Beispiel: Eine Kraft hat den Betrag von 100 N (Newton) und steht unter dem Winkel von ¢ = 30° zur
Horizontalen. Man kann ein Koordinatensystem mit einer horizontalen z-Achse und einer vertikalen y-Achse
einfithren. Die Kraft wird darin als Vektor dargestellt. Im Bild links wurde der Kraftvektor mit F dargestellt.
Die Zerlegung in Komponenten in Richtung der Koodinatenachsen liefert ' , und F' . Zwischen diesen Kom-

ponenten und dem Kraftvektor F kann man mit trigonometrischen Ansitzen folgende Beziehungen
herstellen:

_ E ; _ B
cosp = & singp = #
F, =F-cosyp Fy,=F-sing

Man kann deshalb den Kraftvektor F folgendermassen aufschreiben:

P F, \ ([ F-cosp
~\F, ) \ F-singp

Die rechte Zeichnung eines Korpers auf der schiefen Ebene zeigt, dass ein Koordinatensystem nicht immer mit
horizontaler z- und vertikaler y-Achse gewahlt werden muss. Auf der schiefen Ebene ist es einfacher, die x-
Achse z.B. parallel zur Ebene und die y-Achse senkrecht dazu einzufithren. Die eingezeichnete Gewichtskraft

F_'G hat dort die Komponenten F_‘GgC und F_‘Gy mit den Werten Fg, = Fg - sin ¢ und Fgy = Fg - cos . Somit
kann die Kraft F' ; folgendermassen als Vektor dargestellt werden:

F—; o FGr o FG . sincp
¢ = Fay )\ Fg-cosyp

2.1.4 Zusammensetzen und Zerlegen von Kriften

Greifen an einem Punkt mehrere Krifte an, konnen die Kraftvektoren addiert werden. Aus der Mathematik
wissen wir, dass die Addition von Vektoren durch das Aneinandersetzen dieser Vektoren geschieht.
Dabei entsteht, wenn man dieses Aneinandersetzen beidseitig macht, ein Krifteprallelogramm. Vektoren,
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2.1 Kriifte 9

die in einem Koordinatensystem mit ihren Komponenten angegeben sind, werden addiert, indem man die
jeweiligen Komponenten addiert.

F, +F,

Fay

Abbildung 10: Zusammensetzen von Kriiften

= = Fiy + Foy
F1+F2=( o )

FlYJrF2Y

Aus dem Additionsgesetz folgt auch eine Regel fiir das Zerlegen einer Kraft in Komponenten. Die Kompo-
nenten sind so zu wihlen, dass ihre Summe wieder die urspriingliche Kraft ergibt.

Abbildung 11: Zerlegen einer Kraft in Komponenten

Eine Kraft wird meist dann in Komponenten zerlegt, wenn ein Koordinatensystem eingefithrt worden ist. In
der Regel werden die Komponenten parallel zu den Koordinatenachsen gesucht (vgl. schiefe Ebene). Fiir die
Berechnung der Komponenten ist es empfehlenswert, auf Dreiecke, wenn moglich rechtwinklige Dreiecke,
zurtickzugreifen.

Beispiel: Zwei Krifte mit den Betrdgen F; = 120 N und F> = 50 N greifen in einem Punkt an und
schliessen den Winkel von 73° miteinander ein. Gesucht ist Betrag und Richtung der resultierenden Kraft. Zur
Losung dieser Aufgabe fithrt man am besten ein Koordinatensystem ein, bei dem die x-Achse auf die erste
Kraft zu liegen kommt. Die Vektordarstellung dieser Kraft ist dann einfach, da die z-Komponente gleich dem
Betrag der Kraft und die y-Komponente null ist. Die zweite Kraft kann in Komponenten parallel zu den
Koordinatenachsen zerlegt werden.

Nun setzen wir die Komponenten der beiden Kréifte an:

. Fiy 120 N
Fl = Fly = 0 N
P = For \ [ 50-cos73°N\ [ 14.62 N
27\ Fy ) 7\ 50-sin73°N ~ | 47.82N
(120 + 14.62) N> B ( 134.62 N )

F”S_F1+F2_< 0+ 47.82) N 47.82 N
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L 4

Abbildung 12: Beispiel Zusammensetzen von Kriften

Der Betrag der resultierenden Kraft ist also Fres =/F2 + Fy2 =1/134.622 + 47.822 = 142.9

Die Richtung wird am einfachsten mit dem Tangens des Richtungswinkels berechnet. Es gilt: tan ¢ = % =

1%74‘_8622 = 0.355 und ¢ = arctan 0.355 = 19.6°

2.1.5 Einzeichnen aller Krifte

Wenn eine neue Situation bearbeitet werden soll, werden zunichst alle am zu untersuchenden Gegenstand
angreifenden Krifte eingezeichnet. Nur so, also mit einem alles umfassenden Uberblick, kann die Situation
richtig beurteilt werden. Oft kennt man zum Erstellen der Zeichnung mit den Kraften die Grosse dieser Krifte
nicht genau. Dann versucht man zumindest eine ndherungsweise Schiatzung. Auf jeden Fall sollten aber die
Richtungen und die Angriffspunkte der Krifte korrekt eingezeichnet sein. Ein Beispiel soll dies
veranschaulichen:

Beispiel Balkenbriicke Eine Balkenbriicke besteht aus einer Briickenplatte, welche auf zwei Auflagern liegt.
Uns interesieren die Krifte, welche an der Brickenplatte angreifen. Sicher ist da einmal die Gewichtskraft
F _;G, Sie wird im Schwerpunkt eingezeichnet, der bei einer Platte aus homogenem Material im geometrischen
Mittelpunkt liegt. Die Gewichtskraft wird tiber den starren Kérper zu den Auflagern abgeleitet und verursacht
dort jeweils eine Reaktion, die Auflagerkraft, also eine Kraft, welche die Unterlage auf den Briickenbalken an
der Aufliegestelle austibt. So eine Kraft steht normal (d.h. senkrecht) zur Unterlage und wird auch

Normalkraft genannt. Wir zeichnen also die Normalkrifte F ﬂAl und F _’AQ an den Kontaktstellen der
Briickenplatte mit der Unterlage ein. In diesem Beispiel kann man leicht erkennen, dass die Summe der

Normalkrifte gleich gross wie die Gewichtskraft sein muss. Wenn die Krifte auf die Platte eingezeichnet sind,
kann man nun ein geeignetes Koordinatensystem einfiihren. Hier ist es sinnvoll, die 2-Achse horizontal und die
y-Achse vertikal, also parallel zu den eingezeichneten Kraften zu wiahlen. Ob die positive Richtung der y-Achse
oben oder unten sein soll, ist nicht entscheidend. Hat man sich aber einmal fir eine Variante entschieden, sollte
man dabei bleiben.

Abbildung 13: Krifte einzeichnen und Koordinatensystem wihlen
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2.2 Drehmoment
2.2.1 Definition des Drehmoments

Ein ausgedehnter starrer Korper ist um eine Achse drehbar aufgehiangt. Eine Kraft greift an einem Punkt des
Korpers an. Dann wird in der Regel der Korper in eine Drehbewegung versetzt, bzw. sein Rotationszustand
wird verdndert. Es wirkt eine Dreh- oder Winkelbeschleunigung.

Abbildung 14: Eine Kraft erzeugt ein Drehmoment

Definition: Das Drehmoment M ist das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) aus dem Kraftarm 7 und der
Kraft F. Also: . B

M=7xF
Das Drehmoment ist selbst auch ein Vektor, der senkrecht auf den Vektoren 7 und F steht. Er zeigt somit in

Richtung der Drehachse. Nach vorne oder nach hinten? Fiir diese Entscheidung gilt: Blickt man in Richtung
des Drehmomentvektors, so erfolgt die Winkelbeschleunigung im Uhrzeigersinn, also rechts herum.

Der Betrag des Produktvektors wird so berechnet: ‘]\2‘ = |- ’ﬁ‘ -sin (47, F)

2.2.2 Die Wirkungslinie einer Kraft

In der Praxis ist es vorteilhaft, bei Kraftwirkungen auf einen starren Korper die Wirkungslinie der Kraft zu
beachten. Die Wirkungslinie ist die Gerade entlang des Kraftpfeils.

Abbildung 15: Eine Kraft erzeugt ein Drehmoment

Mathematik fiir Architektinnen und Architekten, H. Knoll (korr. T. Borer), HTW Chur



2.3 Kréfte- und Drehmomentgleichgewicht 12

Wenn man in der obigen Berechnung des Betrages des Drehmoments den Teil |7] - sin (£7, F) betrachtet,
erkennt man, dass er den senkrechten Abstand des Drehpunktes von der Wirkungslinie der Kraft angibt.
Der Betrag des Drehmoments ergibt sich dann als Betrag der Kraft mal diesen senkrechten Abstand. Wenn
man die Situation so betrachtet, spielt es also keine Rolle, an welchem Punkt entlang der Wirkungslinie der
Kraft diese Kraft angreift. Fiir das Drehmoment erhélt man immer denselben Betrag. Also ist die Wirkung
immer dieselbe, wenn die Kraft entlang ihrer Wirkungslinie verschoben wird.

2.2.3 Das Drehmoment in der Statik

Die Definition des Drehmomentes verweist auf die dynamische Eigenschaft dieser Grosse, nédmlich dass ein
Drehmoment eine Winkelbeschleunigung verursachen kann. In der Statik aber haben wir es mit ruhenden
Situationen zu tun, das bedeutet, dass dabei verschiedene Drehmomente einander kompensieren. Ein Expe-
riment mit einem einfachen Hebel soll dies veranschaulichen.

Abbildung 16: Gleichgewicht am Hebel

Das Drehmoment im Gegenuhrzeigersinn, das sich aus zwei Betrégen zusammensetzt, betrdgt 70 Einheiten.
Ebensogross ist die Summe der Drehmomente im Uhrzeigersinn. Es besteht also Drehmomentgleichgewicht.

2.3 Krifte- und Drehmomentgleichgewicht

Um eine statische Situation vollstdndig beurteilen zu kénnen, muss man priifen, ob sowohl Krifte- wie auch
Drehmomentgleichgewicht besteht.

Kriftegleichgewicht herrscht an einem Korper, wenn die Vektorsumme aller angreifenden Krifte den Null-
vektor ergibt: Z F,=¢

Drehmomentgleichgewicht herrscht an einem Korper, wenn die Vektorsumme aller angreifenden Drehmomen-
te den Nullvektor ergibt: Z M;=3d

i

Beispiel. Balkenbriicke: Zuerst wird das Krafteglelchgevvlcht itberpriift. Dazu wird die Vektorsumme
aller Krifte gebildet. Im Fall der Balkenbriicke gilt: FG +F A1+ F 42 = 0. Da alle Krifte vertikale Richtung
haben, kann man hier auch nur mit den Betridgen rechnen: Fiz = Fa; + Fao.

Wenn die Kréfte unterschiedliche Richtungen haben, kann man das Gleichgewicht der Kriifte auch mit den
Komponenten der Kréfte in Koordinatenachsenrichtung iiberpriifen.

Als zweites wird das Drehmomentgleichgewicht geprift. Dazu muss man zunichst einen Drehpunkt bestim-
men, beziiglich dem die Drehmomente angesetzt werden. So kénnte man hier den Punkt A als Drehpunkt
wihlen. Dann erzeugen nur F_’G und F’ _‘AQ Drehmomente. Bei der Kraft F' _'Al ist der Kraftarm null und somit
auch das Drehmoment null.

Liegen die drehmomenterzeugenden Kiifte in einer Ebene, kann man die Betrige der Drehmomente verglei-
chen und muss nicht die vektorielle Darstellung benutzen. Mit einer Vorzeichenregel fiir die Drehmomente
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geht das recht gut. Diese Regel ist willkiirlich, aber wenn man sie formuliert hat, muss man sich daran halten.
Wir legen hier fest, dass die Drehmomente im Uhrzeigersinn positiv und Drehmomente im Gegenuhrzeiger-
sinn negaliv gemessen werden. Somit gilt:

g-Fg—a-FAQ:O

Dabei ist noch zu beachten, dass Fao = %FG ist.

Abbildung 17: Krifte- und Drehmomentgleichgewicht

Genau so gut wie A konnte man jeden anderen Punkt als Drehpunkt wihlen. Hier sei als Beispiel der Schwer-
punkt S der Balkenbriicke der Drehpunkt. Dann gilt:

mit Fa1 = Fao = %FG

2.4 Aufgaben

1) An einer Hauswand soll eine Lampe aufgehéingt werden. Dazu wird eine Konstruktion aus Stahlstangen
verwendet (s. Abb.).

Die im Punkte A angehéngte Last betridgt 120 N, der Winkel « ist 45°.

Die beiden Stidbe werden als gewichtslos betrachtet.

a) Konstruieren Sie die Kriifte, welche durch die beiden Stéibe auf den Punkt A ausgeiibt werden miissen,
damit ein Gleichgewicht besteht.

b) Berechnen Sie die Betrége dieser Krifte auch.

¢) Geben Sie auch an, wie die Befestigungsstellen B und C beansprucht werden.

d) A, B und C sind Gelenke. Konnte ein Stab durch ein Seil ersetzt werden? Wenn ja, welcher?

B A

~
B,

C

Abbildung 18: Stabwerkaufhéingung fiir Lampe
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2) Beim abgebildeten Raupenkran sind im Bild die eingezeichneten Abstéinde in cm angegeben. Ferner sind
folgende Werte bekannt: Fiz = 200 kN, Fyy = 50 kN, F4 = 10 kN.
Wie gross darf die Last F, sein, damit der Kran gerade nicht kippt?

¥ Fe
80 130 160 500

-

Abbildung 19: Raupenkran (Ann.: F in der Mitte bei 250 cm)

3) Eine 50 cm lange Stange ist in der Mitte drehbar aufgehéngt. Dabei ist zu beachten, dass auf der rechten
Seite am Ende der Stange ein Gewichtstiick von 200 g Masse und ebenfalls rechts im Abstand von 10 cm
von der Drehachse ein Gewichtstiick von 500 g Masse angehéngt ist.

a) Mit welcher Kraft muss man am linken Ende der Stange halten, damit die Stange in horizontaler Lage
bleibt?

b) Mit welcher vertikalen Kraft muss man am linken Ende halten, damit die Stange unter einem Winkel von
45° bleibt? Achtung: Es sind beide Fille, Verdrehung nach rechts bzw. nach links gegeniiber der Horizontalen
zu diskutieren.

4) Ein Personenwagen hat eine Masse von 1 Tonne. Der Achsabstand betrégt 3.00 m und der Achsdruck
an den Vorderrddern wird zu 6 kN gemessen.
Bestimmen Sie den Achsdruck der Hinterrdder und die horizontale Lage des Schwerpunkts!

5) Beieinem Traktor sind die Achslasten und der Radstand (Abstand zwischen den Auflagepunkten der
Réder) gegeben. Berechnen Sie daraus die horizontale Lage des Schwerpunktes und das Gesamtgewicht des
Traktors.

Vorderachslast:  12.87 kN

Hinterachslast:  43.13 kN
Radstand a: 2500 mm

M,

Abbildung 20: Traktor
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6) Ein Kran hélt eine Last von 10 kN. Die Gewichtskrifte des Krans betragen: Fg1 = 30 kN, Fgo = 7
kN, Fgs = 2 kN. Die Léngen sind in der Zeichnung in mm angegeben. Wie weit kann man mit der Last F'
hinausfahren, wenn der Kran gerade noch nicht kippen soll. (gesucht ist x).

7

A A
oA %
) @3
i
Faz E)

Y,

R

A AN, AN AN, AN, A, A,

Ld }{ lrr
15007 1500 4500

Abbildung 21: Kran

2.5 Losungen

1) a) Zerlegen von F in zwei Komponenten, die eine parallel zu AB, die andere parallel zu AC.
b) parallel zu AB: F; = 120 N, parallel zu AC: F, = 170 N.

¢) B wird auf Zug, C' auf Druck beansprucht.

d) Die Stange AB konnte durch ein Seil ersetzt werden.

2) 96 kN

3) a)4N

b) 4 N in beiden Fallen

4) 1.2 m von der Vorderradachse weg.
5) 575 ¢cm von der Hinterachse weg.

6) 6300 mm ergibt die Rechnung. Da aber der Ausleger nur bis auf 4500 mm vom Drehpunkt reicht, kann
man mit der Last bis ans Ende des Auslegers fahren.
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3 Zins- und Zinseszins

Lernziele

e Mit Zinseszinsberechnung Raten bzw. Barwerte bei Abzahlungsgeschéften und bei der Finanzierung
von Immobilien und Hypotheken ermitteln kénnen

3.1 Zins und Zinseszins

Ublicherweise wird in der westlichen Gesellschaft fiir das Zur-Verfiigung-Stellen von Geldwerten ein Zins
verlangt. Dieser kann je nach wirtschaftlicher Situation hoher oder tiefer sein. Der eingesetzte Geldwert wird
als Kapital K bezeichnet. Der Zinssatz ist ein Prozentsatz p, mit welchem der Zins z auf dem Kaptial ermittelt
wird. In vielen Fillen wird die Zinsermittlung einmal jahrlich durchgefiihrt. Es gibt aber auch Zinsgeschifte mit
halbjahrlicher, monatlicher oder tageweiser Abrechnung. Auch die stetige Verzinsung ist moglich. Wir werden
uns hier zunéchst auf die jahrliche Verzinsung beschranken.

Definition von Zins und Zinseszins

Der Zins z ist ein bestimmter Prozentteil (ﬁ) des Kapitals K. Es gilt:

p

=~ 700

Beim Anlegen eines Kapitals werden iiblicherweise Zinsperioden vereinbart, in denen der Zins auf das vor-
handene Kapital berechnet wird. Der Zins wird dann jeweils dem Kapital zugeschlagen. Somit wird auf den
fritheren Zinsertragen wieder ein Zins berechnet. Diesen Vorgang nennt man Zinseszinsverfahren. Damit er-
gibt sich folgende Auswirkung auf das Kapital:

Gegeben ist ein Kapital K:
Nach der 1. Zinsperiode betrégt der Zins z; = 185 - K
unddasneueKapitalK1:K—l-zl:K—i—l%-K:K-(l—i—l%) =K-qgmit g =14 755

Nach der 2. Zinsperiode betriagt der Zins zo = 1%0 - Ky

und das neue Kapital KQ:K1+22:K1+1L(;(J~K1:K1-(1—1—1%) =K.-q-gq=K ¢
Féhrt man so weiter, dann betréigt der Zins nach der n-ten Zinsperiode z,, = ﬁ - K1
und das neue Kapital K, = K, 1 + 2, = Ky 1 + 155 - K1 = K1 - (1 + 1%) =K -¢"t.g=K ¢"

Somit gilt fiir das mit Zinseszins verzinste Kapital nach n Zinsperioden:

Kn:an

Aus dem Endkapital K, kann man auch den Anfangswert K — man spricht auch vom Barwert zu Beginn
der Verzinsung - berechnen.

K,
K=="
qn

3.2 Rentenberechnung

Der Rentenberechnung zu Grunde liegt eine Aufgabe folgender Art: Jemand legt zu einem bestimmten Zeit-
punkt ein Kapital K an und mochte iber eine bestimmte Zeit regelméssig immer denselben Rentenbetrag r
beziehen, bis das Kapital aufgebraucht ist. Dabei wollen wir es so halten, dass der Verzinsungstermin mit
dem Bezugstermin der Rentenzahlung iibereinstimmt.

Als Zins- bzw. Bezugsperiode wihlen wir hier konkret 1 Jahr. Ausserdem soll die Rentenzahlung 1 Jahr nach
Einlage des Kapitals beginnen und bis zum Ende des n-ten Jahres ausgefithrt werden. (Man nennt diese Art
der Rentenzahlung, die jeweils am Ende des Jahres erfolgt, eine nachschiissige Rente.)
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Das Kapital K muss nun in n Teile zerlegt werden, sodass jeder Teil entsprechend der Zeit bis zur Auszahlung
mit Zinseszins verzinst jeweils gerade den Rentenbetrag r ergibt. Die einzelnen Kapitalportionen kann man
wie folgt berechnen:

Und alle Portionen zusammen ergeben das Anfangskapital K:

R §
¢ ¢ ¢
wird an ausgeklammert, erhélt man:
r
K=— (""+¢" 7 +..+¢+q+1)
q

In der Klammer kann man eine sogenannte geometrische Reihe erkennen. Fiir die Summe dieser n Glieder
gilt:

l+g+@+¢+..+¢"' =

Somit erhalten wir die Formel fiir die Rentenberechnung:

K =

T " —1
" q—1
Und wenn man den Rentenbetrag r berechnen méchte, ergibt sich:

Lo Kea"a—1)

qn —1

Gleichfalls konnte man auch den Rentenendwert R berechnen. Es ist jener Wert, den das eingesetzte Kapital
am Ende der Laufzeit héiitte, wenn die Rente nicht ausbezahlt worden wére. Er ist:
q" —1
q—1
Die hier dargelegten Berechnungen gelten fiir eine sogenante nachschiissige Rente (postnumerando). Da-

bei wird der Rentenbetrag jeweils am Ende der Zinsperiode ausbezahlt. Selbstverstéindlich kann man auch
vorschiissige Renten praenumerando berechnen. Die entsprechenden Gleichungen sehen dhnlich aus.

R=K-¢"=r-

3.3 Formeln fiir Zinseszins- und Rentenrechnung

Endwert K, nach n Zinsperioden:

K, = Kq"
Barwert K:
K =%
qn
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Barwert K einer Rente r (nachschiissig/postnumerando):

3.4 Beispiel

Jemand zahlt heute einen Betrag von Fr. 100’000.- auf ein Konto ein und méchte in 10 Jahren eine jahrlich
zu beziehende Rente von Fr. 5’000.- erhalten. Uber wie viele Jahre kann er diese Rentenzahlung beziehen,
wenn ein Zinssatz von 2.5% zugrunde gelegt wird?

Zunichst wird also das Kapital K = 100000 wahrend 10 Jahren verzinst. Der Aufzinsungsfaktor ¢ betrigt:
q=1-+3" = 1.025. Somit berechnet sich das Kapital nach 10 Jahren zu K9 = K -¢'* = 100000 - 1.025'° =

128008.45. Mit diesem Wert wird nun eine vorschiissige Rente mit unbekannter Laufzeit berechnet. Es gilt:
Ko = LR
Diese Gleichung muss nun auf n gelost werden:
Kig-¢""' = Ky q" = rq"tt —rq

q" - (K- q— Kio—rq) = —rq
n __ —7rq
T = (K10-g—K10—7q)
n = log (Klo-q:}gm*m) =397

log q

Fiir n erhélt man 39.7 Jahre. Das bedeutet, dass die Rente von Fr. 5’°000.- wihrend 39 Jahren ausgezahlt
wird. Und dann wird noch eine Restzahlung getétigt.

3.5 Aufgaben

Wenn nichts Anderes angegeben ist, wird eine jihrliche Verzinsung zugrunde gelegt.

1) Jemand legt ein Kapital von Fr. 3000.- zum Zinssatz von 1.5% an. Nach 3 Jahren macht er eine weitere
Einzahlung von Fr. 1000.-. Wie hoch ist sein Guthaben 10 Jahre nach der ersten Einlage?

2) Welchen Betrag muss ein 40-Jahriger einzahlen, damit er mit 65 Jahren ein Kapital von Fr. 200°000.-
beziehen kann? Zinssatz 2%.

3) Jemand zahlt Fr. 100’000.- auf ein Konto ein und mochte wéhrend 20 Jahren eine nachschiissige Rente
beziehen. Wie gross ist der Rentenbetrag bei einer Verzinsung von 3%?

4) Jemand zahlt Fr. 100°000.- auf ein Konto ein und méchte wéhrend 20 Jahren eine Rente beziehen, wobei
die erste Rentenzahlung 5 Jahre nach der Einzahlung getétigt werden soll. Wie gross ist der Rentenbetrag
bei 3% Zins?

5) Welches Kapital muss man mit 40 Jahren einzahlen, damit man ab dem 65. Lebensjahr iiber 20 Jahre
eine Rente von Fr. 15°000.- jéhrlich beziehen kann? Zinssatz 3%.

6) Welchen Betrag muss man ab dem 40. Lebensjahr jahrlich einzahlen, damit man ab dem 65. Lebensjahr
iiber 20 Jahre eine Rente von Fr. 15°000.- jihrlich beziehen kann? Zinssatz 3%.
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7) Am 1. Juli eines Jahres wird ein Kaufvertrag fiir ein Grundstiick abgeschlossen, welches per 1. Januar
des folgenden Jahres an den neuen Eigentiimer iibertragen wird. Auf den Ubertragungszeitpunkt hin wird
der Kaufpreis mit Fr. 300°000.- angegeben. Beim Abschluss des Kaufvertrages wird eine Anzahlung von Fr.
50°000.- geleistet. Der Rest soll in 5 Raten, jeweils auf Anfang Jahr, beginnend mit dem Ubertragungs-
zeitpunkt des Grundstiicks abbezahlt werden. Wie gross miissen die Ratenzahlungen bei einem zugrunde
gelegten Zinssatz von 2% sein?

8) Eine junge Familie legt wihrend 10 Jahren jeweils zu Jahresbeginn Fr. 12’000.- auf ein Konto, welches
mit 3% verzinst wird. Nach Ablauf der 10 Jahre will die Familie eine Eigentumswohnung zum Preis von
Fr. 480’000.- kaufen. Da das Konto nicht sofort aufgelost werden kann, wird vereinbart, sofort eine
Anzahlung von Fr. 50°000.- zu leisten und den Rest in 4 Jahresraten jeweils auf Ende der folgenden Jahre
abzuzahlen. Wie lange kann diese Ratenzahlung mit Geld aus dem Konto bedient werden?

9) Bei einer Schuldensanierung wird der folgende Plan ausgearbeitet: Der heute auf Fr. 7’500.- bezifferte
Schuldenstand soll folgendermassen abgetragen werden: Es soll jeweils auf Ende des Monats iiber 3 Jahre ein
fixer Betrag bezahlt werden. Wie gross muss dieser sein, wenn die Verzinsung mit 5% auf Jahresbasis
vereinbart worden ist?

10) Jemand hat eine Schuld durch eine jdhrliche nachschiissige Ratenzahlung von Fr. 25°000.- iber 5 Jahre
bei einem Zinssatz von 6% zu tilgen. Da diese Person entgegen der urspriinglichen Vereinbarung nicht in der
Lage ist, diese Fr. 25°000.- jahrlich aufzubringen, wird eine Alternativlosung vereinbart. Es sollen jeweils
jahrlich nachschiissig Fr. 15°000.- gezahlt werden, wobei aber der Zinssatz auf 7% angehoben wird. In wievielen
Jahren wird die Schuld getilgt sein?

3.6 Losungen

1) 4591.47
2) 121906.17
3) 6721.57
4) 7565.19
5) 109780.98
6) 6120.86
7) 51895.61

) Die Ratenzahlung kann nicht einmal im 1. Jahr vollstdndig bedient werden.
) r = 224.364

0

8
9
10) n = 9.99 Jahre
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4 Differentialrechnung

In der Praxis treffen wir immer wieder auf Situationen, in denen sich Grossen verindern, z.B. im Laufe der
Zeit oder bei einer Verdnderung des Beobachtungspunktes. Natiirlich ist der Betrag der Verdnderung auch
von Interesse. Wie schnell die Anderung eintritt, bzw. wie stark sie bei einem definierten Schritt bei der
Verlegung des Beobachtungspunktes ist, ist ebenfalls interessant und wichtig. In diesem Kapitel beschéftigen
wir uns also mit der Anderungsrate einer Grosse, und zwar nicht nur, wenn ein messbarer Schritt gemacht
wird, sondern auch, wenn dieser Schritt praktisch unendlich klein wird. Wir werden also einen infinitesimalen
Prozess einleiten, der uns von der durchschnttlichen Anderungsrate zur momentanen fithren wird.

4.1 Infinitesimale Prozesse

Infinitesimale Prozesse, so sagt der Ausdruck, sind solche, die gestartet werden und dann ohne Ende laufen.
Oftmals wird gesagt, dass der Prozess ins Unendliche geht. Dieser Ausdruck ist allerdings nicht sehr gliick-
lich, weil wir mit dem Unendlichen nicht umgehen kénnen. Wir kénnen aber einen Prozess starten. Und
dann brechen wir ihn einfach nicht mehr ab. In der Mathematik gelingt es aber, bei solchen infinitesimalen
Prozessen {iiberraschenderweise oftmals dennoch ein endliches Ergebnis zu erhalten. Das folgende Beispiel
soll dies zeigen.

Gegeben ist ein gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse a; und den Katheten as.
Nun soll iber einer Kathete ein zweites gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck errichtet werden, wobei
diese Kathete nun als neue Hypotenuse dient. Das neue Dreieck soll ausserhalb des ersten Dreiecks liegen.
Der Prozess wird dann in gleicher Weise ohne Ende fortgesetzt.

8y =

Abbildung 22: Infinitesimalprozess

Wir betrachten die Fliche, die von all diesen Dreiecken iiberdeckt wird, und stellen fest, dass sie endlich
ist. Offenbar ist es also moglich, dass unendlich viele Dinge zusammen einen endlichen Wert ergeben kénnen.
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4.2 Ableitung von Funktionen
Gegeben ist die Funktion f durch folgende Definition:

f:A—B
frx—y=f(x)
Yy
y="1(x)
Sekante
Q
Ay
P/ L ”LIT
a * Tangente in P
Ax
Yo
Xp Xg+Ax X

Abbildung 23: Das Tangentenproblem

Durch die Kurvenpunkte P und Q wird eine Sekante gelegt. Die Steigung der Sekante ist:

Ay f(xe+Ax) - f(xg)
T AT AX

Wird nun der Punkt @ auf der Kurve gegen den Punkt P hin verschoben, wird der Abstand Ax kleiner. Im
Extremfall wird der Punkt () den Punkt P erreichen, der Abstand Ax geht nach 0 und aus der Sekante wird die
Tangente an die Kurve im Punkt P . Bei diesem Prozess wird aus der Sekantensteigung die Tangentensteigung.
In der Praxis berechnet man diese Tangentensteigung durch die 1. Ableitung der Funktion f nach x.

Hinter dieser 1. Ableitung steckt ein sogenannter Grenzwertprozess, der aber hier nicht niher erlautert
werden soll. Fiir uns ist wichtig, die Ableitungen (auch Differentialquotienten) der verschiedenen Funktionen
bestimmen zu kénnen.

4.2.1 Hohere Ableitungen

Wenn man die Steigung der Tangenten fiir alle x bestimmt, sieht man, dass diese Steigungswerte eine neue
Funktion von x bilden, die Funktion f'. Diese Funktion kann wieder abgeleitet werden. Somit erhalt man die 2.
Ableitung der Ausgangsfunktion und bezeichnet sie mit f”. Diesen Prozess kann man fortsetzen, sodass der
Mathematiker auch die n-te Ableitung erzeugen kann, welche mit f(") bezeichnet wird. Man spricht dann: *f-n-
Strich’.

4.2.2 Schreibweise der Ableitungen

Die 1. Ableitung einer Funktion f wird als f’ bezeichnet. Somit kann der Wert der 1. Ableitung mit f’(x)
oder auch y’ bezeichnet werden. Gebréiuchlich sind noch weitere Bezeichnungen, welche insbesondere den
Ausdruck Differentialquotient hervorheben:

y = f(z) = % = d% (2) sprich: ’dy-nach-dx’ bzw. ’d-nach-dx von f(x)’

Fiir die 2. Ableitung haben sich folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

(2 2
y' = f'(z) = G# = = f(2)
sprich: ’d-2-y-nach-dx-Quadrat’
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4.3 Ableitungsregeln
4.3.1 Allgemeine Regeln
Konstante Funktion (c)' =0

Konstanter Faktor (c- f(z)) =c- f'(x)
Summe und Differenz (f(z) + g(z)) = f'(z) + ¢'(x)

Produktregel (u(z)-v(z)) = (u-v) =o' (z) - v(z) + u(z) - v'(x) = v'v + w’

u(x) /_ w\ _ v (x)v(z)—ulz) v (z) _ v o—uv’
B (7) o (v(w))? v?

Quotientenregel < e) -

Kettenregel (f(g(x)) = f'(u) - ¢'(z) mit u = g(x)

4.3.2 Potenzfunktionen und ganz rationale Funktion
Potenzregel

f:A— B
firz—=y=2"mitneR
Y= fr)=n-an

Mit der Potenzregel und mit den allgemeinen Ableitungsregeln konnen sofort die ganz rationalen Funktionen
abgeleitet werden. Summen kann man gliedweise ableiten, und konstante Faktoren bleiben erhalten.

Ganz rationale Funktion

Y= anT" + ap_12" "+ an_22" 2. .ax? + a1 + ag

Y =n-a,z” VT g 22 4 (0 —2) - an_0x™ 3. 2002 4+ a4y

Spezialfille der ganz rationalen Funktion sind die konstante Funktion mit der Gleichung y = ¢ und die lineare

Funktion mit der Gleichung y = az + b. In Auswertung der allgemeinen Regel gilt:

y=c=c-a°

y =0

und
y=ax+b=ax'+ bz
y=a

Beispiel 1: Gegeben ist die Kurve mit der Gleichung y = 23. Bestimmen Sie die Steigung der Tangente
im Kurvenpunkt P(2,y).

Wir bilden die 1. Ableitung der gegebenen Funktion. Sie ist:

Y = fa) =30

Nun wird diese Ableitung an der Stelle z = 2 ausgewertet und man erhélt:

f(2)=3-22=12

Aus dem Wert der Tangentensteigung kénnten man nun auch den Steigungswinkel der Tangente berechnen.

Es gilt:
my = tanay = 12
ap = 85.2°

Fiir diese Berechnung musste die y-Koordinate des Punktes P nicht bekannt sein.
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Beispiel 2: Auch Wurzeln kann man als Potenzen darstellen. Deshalb gilt fiir die Ableitung der Wurzel-
funktionen aluch die Potenzregel.

y:ﬁ:x§

Beispiel 3:  Gesucht ist die Tangentensteigung der Funktion mit der Gleichung y = f(z) = 32* — 22 +
522 — 4x + 8 an der Stelle z = —1.

Wir bestimmen zunéchst die 1. Ableitung allgemein:

y' =122% — 622 + 10z — 4

Nun werten wir die 1. Ableitung an der Stelle x = —1 aus:

y(-1)=f(-1)=12- (=13 =6 (=1)2+10- (-1) —4 = —32

4.3.3 Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion

Exponentialfunktion mit Basis e: (e%) = e”
Allgemeine Exponentialfunktion: (a®)' =a®-Ina

Der natiirliche Logarithmus: (Inz)’ =1

1

Die allgemeine Logarithmusfunktion: (log, z) =

z-lna
4.3.4 Trigonometrische Funktionen
Sinusfunktion: (sinz)’ = cosz
Cosinusfunktion: (cosz)’ = —sinx
Tangensfunktion: (tanz) = —L— =1+tan’z
Cotangensfunktion: (cot :v)/ =——L —_1—cot?x
sin< T

4.3.5 Zyklometrische Funktionen

. . . !/
Arcussinusfunktion: (arcsinz) = —-L

1—x2
i s on- I -1
Arcuscosinusfunktion: (arccosz) = Ve
. !
Arcustangensfunktion: (arctan x) = 11+ -
xT

—1
1422

Arcuscotangensfunktion: (arccotz) =

Mathematik fiir Architektinnen und Architekten, H. Knoll (korr. T. Borer), HTW Chur



4.3 Ableitungsregeln 24

4.3.6 Weitere Beispiele

Anwendung von Produkt- und Quotientenregel: Produkte und Quotienten diirfen nicht gliedweise
abgeleitet werden. Vielmehr gelten eigene Ableitungsregeln.

y=x-lnz Produktregel: u'v + uv’
y=1-Inz+z- 1

_ 3225
Y= 47;3—&-27{2

; _ 6z-(4z®+22%)— (322 —5)- (1222 +-4x)
Yy = (4w3+2x2)2

!’ ’
Quotientenregel: “—4%
v

Anwendung der Kettenregel: Bei ineinandergeschachtelten Funktionen beginnt man mit der Ableitung
der dusseren Funktion und multipliziert mit den Ableitungen der jeweils néchst inneren Funktion.

Es soll die 1. Ableitung der Funktion mit der Gleichung y = sin (2z — 3) gebildet werden.

y' =cos(2x —3) - (2) =2 cos (2x — 3)

M

x

Ebenso fiir y =e™ =
2 2

Y =e T - (727””) =—z-e 7T

Extremwertprobleme: Mit der 1. Ableitung einer Funktion kann das relative Maximum oder Minimum
der Funktionswerte ermittelt werden. Ein relatives Maximum zeigt sich darin, dass vor der
entsprechenden Stelle die Funktionswerte ansteigen und nachher abfallen. Im Maximum selbst ist die
Steigung null. Die Tangente an die Funktionskurve ist also waagrecht. Ahnlich ist es bei einem relativen
Minimum. Auch hier ist die Steigung null. Wenn man also Maximum oder Minimum sucht, muss man die
1. Ableitung Null setzen und auf die Funktionsvariable losen. Die zu maximierende bzw. zu minimierende
Funktion wird oft als Zielfunktion bezeichnet.

Es ist allerdings noch zu priifen, ob die erhaltene Stelle zu einem Maximum oder zu einem Minimum fiihrt.
Allgemeine Uberlegungen zum Kurvenverlauf kénnen die Zuordnung kliren (z.B. die graphische Darstellung
des Funktionsgraphen). Die Differentialrechnung bietet aber auch ein Entscheidungskriterium an. In einem
Maximum muss die 2. Ableitung negativ, in einem Minimum muss sie positiv sein, wobei die 3. Ableitung in
jedem Fall ungleich null sein muss. Diese Methode wird man anwenden, wenn man mit einfacheren Mitteln
nicht zum Ziel kommt.

Das folgende Beispiel soll die Berechnung eines Minimums zeigen:

Um Energie zu sparen, ist es sinnvoll, bei einem Haus von vorgegebenem Volumen die Oberfliche zu mini-
mieren. Vorgegeben ist eine Kubatur von 1800m? und die Hausform. Der Grundriss soll ein Rechteck sein
und es wird ein Flachdach aufgesetzt, Die Gesamthohe soll h = 6 m betragen. Wie sollen Linge und Breite
des Rechtecks der Grundfliche gew#hlt werden, damit die angegebenen Bedingungen erfiillt werden?

Abbildung 24: Oberfliche minimieren
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Die Oberfliche F' wird als Summe aller Begrenzungsflichen (das sind 6 Rechtecke) berechnet.
Es gilt nun: F = 2(ay + xh + yh)

Mit der Bedingung fiir die Kubatur erhélt man die Gleichung:

V = zyh = 1800

und daraus fiir y = 1890 — 1800 _ 300

hx 6x T

Somit ergibt sich fiir die Zielfunktion: F(z) =2 (2% + 2 -6+ 32 . 6) = 2 (300 + 6 + 1822)

Die 1. Ableitung ist: F'(z) =2 (6 — £239)

Die Losung der Gleichung F'(z) = 2 (6 — 129) = 0 ergibt: @1/, = £v/300 = £17.32 m

Hier ist nur die positive Losung x; brauchbar. Diese muss mit der 2. Ableitung auf das Minimum getestet
werden. Es ergibt sich (bitte nachrechnen!), dass die 2. Ableitung an der Stelle x; positiv ist. Somit liegt an der
Stelle x; ein Minimum der Zielfunktion vor.

Nun wird noch der y-Wert ermittelt: y = % = \5/3% =300 =17.32 m

Die Losung mit minimaler Oberfliche ergibt also einen quadratischen Grundriss.

Links im Internet: Zu Anwendungen der Differentialrechnung empfiehlt sich der folgende Link:
http://www.mathe-online.at /mathint /anwdiff /i.html

4.4 Aufgaben

1) Bilden Sie die 1. Ableitung von den Funktionen mit den gegebenen Gleichungen:
a)y=4x3 - 52> +7x —12 b)y=5yz+3lnz y=35-2 d) y = Tcosx + 2328

e) y=2tanx + 3sinx f)y=56a"%—da72 43271 -7 g)y=2z"+ @

2) Bilden Sie die 1. Ableitung mit der Produktregel:

a)y=x-Inz b)y =a?.e® ¢)y=32z% -sinz d)y W
e)y= (322 —1)- (a*+22?) f)y=322-logyz g)y="7Te" sinz h)y=(%—22?) lgz

3) Bilden Sie die 1. Ableitung mit der Quotientenregel:

2 .
Ay=34 by=F gy=imr dy= Xy
o)y=S7 fy=1=2 g y=am hy= (Si%m —2x2)

4) Bilden Sie die 1. Ableitung mit der Kettenregel:
a)y=sin(222—1) b)y= (322 —4z+7)" ¢ y=In(22+1) d)y= (22°+4cos(2z —3))
e) y = Insin 2z fly=2-tan?(3x —1) g)y= e=2’ h) y = 102*

5

5) Vermischte Aufgaben: Bilden Sie die 1. Ableitung:
3 XTr— 12
a) y = 222 - sin (3z) b) y = x - cos 2z c)y:m d) y = 2

e y=tansin(2r—7) fy=—a®-c® g)y= L h)y= e

6) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an die gegebene Kurve an der Stelle xz(:
a)y=a3+22 -5 190=0

b) Y= \/57 To = 1

c)y=2a*—32% 20=1

7) An welchen Stellen hat die gegebene Kurve horizontale Tangenten?

a)y=a" — 223 + 180z b) y = (2x —1)3- (22 + 1)?
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8) Bilden Sie die 2. Ableitung.

a) y = 3zt + 223 — 42% — 5 + 12 b)y:%f:;f c)y=z"+22"+1 d)y=

_x
241

9) Eine Funktion steigt, wenn die 1. Ableitung positiv ist, sie fillt, wenn die 1. Ableitung negativ ist. Fiir
welche Bereiche sind die gegebenen Funktionen f steigend, bzw. fallend?
a) f(z) =2+ 222 =36z +2 b) f(z) =2 — 822
2
c) fz) = d) flz) = 25

10) Der Gewinn ist die Differenz zwischen Einnahmen und Ausgaben. Unser Modell beruht darauf, dass
die Einnahmen mit der Anzahl verkaufter Teile = nicht linear sondern mit der Wurzelfunktion dieser Anzahl
steigt, da zur Steigerung des Umsatzes immer wieder Aktionen gemacht und Preisrabatte gewihrt werden
miissen. Es gilt also fiir die Einnahmenfunktion: F(z) = k- \/z. Die Ausgaben steigen bei unserem Produkt
mit der Anzahl verkaufter Teile auch nicht proportional. Die Ausgabenfunktion soll hier mit A(z) = a - z3
modelliert werden.

Fiir welche Anzahl verkaufter Teile z wird der Gewinn maximal, wenn k£ = 3000 und a = 10 ist?

11) Im einfithrenden Beispiel zur Extremwertberechnung wurde ein sehr einfaches Modell zur Energie-
verbrauchsoptimierung angewendet. Insbesondere wurde nicht bertuicksichtigt, dass ein Haus Aussenflichen
mit unterschiedlichen Wéarmeiibergangseigenschaften hat. Charakterisiert werden diese Flachen durch den U-
Wert, der die pro Sekunde abgegebene Energie pro m? und Kelvin angibt.

Wir verfeinern also das Hausmodell und beriicksichtigen folgende U-Werte:

Flache ‘ U-Wert [mVQVK]
Boden 0.20
Dach 0.15
Mauerwerk 0.30
Fenster 0.70

Gleich bleibt die Kubatur mit V' = 1800 m® und die Geb#udehshe mit h = 6 m. Es wird ferner angenommen,
dass die gesamte Fensterfliche 30% der totalen Wandfléiche ausmacht.

a) Bestimmen Sie unter diesen Umstanden die Seitenlangen des Hauses.

b) Wie sieht es aus, wenn auf drei Seiten des Hauses gleichméssig die Fensterflichen verteilt sind und von
dieser Fliche 30% ausmachen und die vierte Seite kein Fenster aufweist?

12) Ein Pavillon besteht aus einer Schalenkonstruktion aus Beton mit kreisférmigem Grundriss. Die Schale

1}2 . . .
kann mathematisch als Rotation der Kurve y = 4-e~ ¢ um die vertikale Achse in den Grenzen von z; = —5
m bis x9 = 5 m beschrieben werden.

Abbildung 25: Schalenkonstruktion

Auf der Hohenlinie, bei der das Gefille der Schale maximal ist, soll eine ringférmige Wasserleitung eingebaut
werden. Mit welcher Linge der Leitung ist zu rechnen (ohne Zufithrungen)?
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13) Nochmals Schale von Aufgabe 12. Es soll im Innenraum ein Kreiszylinder mit vertikaler Symmetrieachse
eingebaut werden. Der Kreiszylinder soll seine Grundfléche auf dem Boden der Schale haben und mit seinem
oberen Rand die Schale beriihren. Bestimmen Sie die Masse (Radius der Grundfliche und Hohe) des Zylinders
so, dass sein Volumen maximal wird.

14) Ein Korbbogen wird aus mehreren Kreisen zusammengesetzt. So kann man z.B. einen solchen Bogen
erzeugen, indem man 2 Kreise mit kleinem Radius mit den Mittelpunkten auf der x.Achse und symmetrisch
zur y-Achse gelegen zeichnet. Dann wird ein Kreisbogen mit dem Mittelpunkt auf der y-Achse mit grosse-
rem Radius gezeichnet und zwar so, dass der grosse Kreis die kleinen Kreise beriithrt. Somit werden an der
Ubergangsstelle vom kleinen Kreis auf den grossen Kreis die Kreistangenten identisch sein.

Die kleineren Kreishogen sind durch folgende Gleichungen gegeben: y = £4/1 — (x & 3)2 der grossere Kreis-
bogen hat die Gleichung y = £v/25 — 22 + yq

Bestimmen Sie yy so, dass der grossere Kreis die kleineren beriihrt. Berechnen Sie die Koordinaten der
Berithrungspunkte.

Abbildung 26: Korbbogen

4.5 Losungen
1) a)y =122>-102+7,b)y = 2\5/54—%, oy ==2+5,d)y =-Tsinz+1842", e) y' = —%—+3cosz,

f)y = 15274 +8x73 - 3272, g) ¢/ = 13—4x6 + %x‘r’

2) a)y =In(x)+1,b)y = 2xe® + %%, ¢) y = 6xsin(z) + 322cos (z), d) ¥ = V& +1/2 L\}%l, e)
y =6z (2 +22%) + 322 —1) (42® +42), f) y = 6 £l +3 5y, 8) ¥ = Tevsin(z) + Te? cos (z), h)

In(2) In
_ 2 In(z)4+2 In(x)z? —1+42*
yl =2 23 1In(10)
—2 r4z2— cos(z) In(x)x—sin(z
3) a)y’:—(m—l) 7b)y/ZZWaC)y/:W7d)y/:_l/2m7e)y/:
e® _ —1+4In(z _ ~ e”(sin(z)—cos(x o 1 In(x
W’ f) yl - 12( )7 g) y/ - 7W h) y/ 73z31n(10) _6m3lr(1(1)0) —4dz

4) a)y =4 cos (21:2 — 1) x,b)y =12 (3x2 —4dx+ 7)11 (6x—4),¢c)y =2 :r;+1
d) ¥/ =5 (2x3 + 4 cos(2x - 3))* (6x* - 8 sin(2x - 3))

In(2x)
e)y =2 fﬁgﬁ Dy =4tan(Bx—1) 3+ 3 (tan (32 — 1))2) Q) Yy = —dze 2, h) gy =200 ™ 1n(10)

x

5) a)y = 4xzsin(3z) + 62%cos(3z), b) ¥ = cos(2z) — 2zsin(2z), ¢) ¥ = —%, d) v =
z(cos(x)+x sin(z . g2 _ 2 5+3x
2 W: e)y =-2 (1 + (tan (sin (2 17)))2)008(2 x),f)y =2z =223 @)y = -2 @257

h) ¥/ = 3 cos (3x) esn(32)
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6) a) P(O/_5)7 y’(O) =2=m,t:y=2x—05, b) P(1/1)7 y/(l) _ % by = %x—’_l’ C) P(l/_2)7
y’(()):—5:m’ t:y=—bx+3

7) a) _37 _252737 b) _%7%

8) a) y' = 3622 + 122 — 8, b) Y = 416+12¢4&22i»$%4x2+6x ’ C) Y =2n (2n _ 1) 222 4 9oy (n _ 1) l,n—27 d)
1 2z —6x

YT @y

9) a) steigend fiir: < —4 Vx> 3, fallend fir -4 <z <3

b) steigend fiir: —2 < 2 < 0V a > 2, fallend fiir x < —2V0 <2 <2
¢) steigend fiir: < —1V x > 1, fallend fiir: —1 <z <1

d) steigend fiir: 0 < z < 2, fallend fir: c <0V 2 > 2

10) z=2 =100

3a

11) a)z=1732m,y=17.32m
b) z =16.04 m, y = 18.71 m

12) z=+3m =173 m, y =243 m, Umfang = 2¢/37 m = 10.88 m
13) r:\/ém:2.45m,h:%m:1.47m

14) Losung fiir z > 0: yo = —/7 m = —2.65 m, Berithrpunkt P (3.75 m/0.66 m)
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5 Integralrechnung

5.1 Das unbestimmte Integral

Wird eine Funktion f abgeleitet, so erhilt man die Ableitungsfunktion f’. Nun kann man sich fragen, ob es
einen Weg zuriick gibt, d.h. ob man aus der Ableitungsfunktion f’ die Originalfunktion f gewinnen kann.
Wir probieren dies an einem konkreten Beispiel aus:

Gegeben ist eine ganz rationale Funktion durch die Gleichung:
fry=f(x) =32" — da* + 22° + 622 — Tz + 2
iy = f(z) = 152% — 162% + 622 + 122 — 7

Beim Ableiten wurde die Potenzregel verwendet: y = z™ fithrt zu y' = nz"~'. Diese Regel kénnte man ja
umkehren, d.h. den Exponenten um 1 erh6hen und die neue Potenz durch den neuen Exponenten dividieren.
Dass bei der Umkehrung konstante Faktoren erhalten bleiben und dass Summen bzw. Differenzen gliedweise
behandelt werden, kann man aus den allgemeinen Ableitungsregeln herleiten. Den Umkehrvorgang nennen
wir Integrieren. Wir bilden also das sogenannte unbestimmte Integral.

y=f(x)= [ f(z) de = [ (152* — 1623 + 62> + 120 — 7) da = 15% — 162 + 6% +12%° — 72 4. C

Der Summand C am Schluss wurde eingefiihrt, weil die Originalfunktion f noch einen konstanten Summanden
aufweist. Dieser kann offenbar nicht mehr aus der Ableitung durch Integrieren rekonstruiert werden. Moéchte
man also aus der 1. Ableitung die Originalfunktion vollstindig rekonstruieren, muss man fiir die Bestimmung
der sogenannten Integrationskonstanten eine Bedingung aufstellen, mit der das C' berechnet werden kann.
Im oben dargestellten Beispiel kénnte die Bedingung aussagen, dass die Originalkurve z.B. durch den Punkt
P(0/2) gehen soll. Setzt man also in der letzen Gleichung fiir x = 0 und fir y = 2 ein, wird C' den Wert 2
erhalten und die Originalfunktion ist wieder hergestellt.

Das unbestimmte Integral einer vorgegebenen Funktion ist die Menge aller Funktionen, deren 1. Ableitung
gleich der vorgegebenen Funktion ist. Diese Funktionen werden Stammfunktionen genannt und unterscheiden sich
nur durch die additive Konstante C, der sogenannten Integrationskonstante. Ublicherweise schreibt man fiir eine

Stammfunktion F' und fiir die Integrandfunktion f. Mit diesen Bezeichnungen kann man schreiben:
/ f(z) dz = F(z) + C

wobei F irgendeine Stammfunktion von f ist:
F'(w) = f(2)

In gleicher Weise wie beim oben ausgefiihrten Beispiel mit einer ganz rationalen Funktion kann man bei anderen
Funktionen auch die Ableitungsregeln umkehren und erhélt Regeln fiir das Integrieren. Die Integrationskonstante
C' ist in jedem Fall als Summand beim Berechnen des unbestimmten Integrals aufzufiithren. Im Folgenden werden
die sogenannten Grund- oder Stammintegrale zusammengestellt. Diese Integrale finden sich auch in einschldgigen
Formelsammlungen.

5.1.1 Allgemeine Regeln
Konstante Funktion f adrx=ax+C

Konstanter Faktor [a- f(z) dz=a- [ f(z)dx

Summe und Differenz [ (f(z) + g(z)) dz = [ f(z) dz + [ g(x) dx
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Produkte, Quotienten, verkettete Funktionen Fiir Produkte, Quotienten und verkettete Funktionen
gibt es keine einfache und allgemeingiiltige Integrationsregel. Es gibt Integrationsverfahren wie Integration
durch Substitution, partielle Integration oder Integration nach einer Partialbruchzerlegung. Diese Verfahren
sind fiir spezielle Situationen geeignet und miissen in jedem Einzelfall iberprift werden. Das Integrieren von
beliebigen Funktionen ist Erfahrungssache und kann auch in verschiedenen Fillen erfolglos bleiben.
Formelsammlungen enthalten hdufig umfangreiche Integraltafeln, an denen man sich bei Integrationspro-
blemen orientieren kann. Heute konnen auch verschiedene Taschenrechner und Computerprogramme
(z.B. Computeralgebrasysteme CAS) Integrale nicht nur numerisch, sondern auch formal lésen.

5.1.2 Grund- oder Stammintegrale

Die Grund- oder Stammintegrale sind unmittelbar aus den Ableitungsregeln hergeleitet. Integrationsverfah-
ren wie Integration durch Substitution oder nach Partialbruchzerlegung sowie die partielle Integration haben
zum Ziel, das gegebene Integral in ein Grund- oder Stammintegral zu transformieren.

Potenzregel
fx"d:c:%JrC’ fiir n # —1

Achtung: [ de= [27 ' de=In|z|+C

Exponentialfunktion
f et dr=e"+C
[a® dox = La® +C

Ina

Trigonometrische Funktionen

[sina dx = —cosz + C

fcosx dx =sinz + C

[ =5 dz =tanz +C
51j2 dr = —cotz +C

Zyklometrische Funktionen

1 _ ; [
f 11\/?75; dx_ = arcsin x +CCl_— arccos T -+ 22
T2 dr = arctanx + (7 = —arccotx + Uy

Hyperbel- und Areafunktionen

[ sinha dz = coshz + C

fcosh:cd:z: =sinhz + C

fcosh2 dr = tanhz + C

fsmh2 dr = —cothz + C
f\/wzidx:ar51nhx+0:1n|x+\/x2+1|+C’

dx = arcosh |z| + C = ln|x+\/x2—1|+C fiir 2| > 1
I dp = artanhz + Cy = 5 -In1 + ¢y fir  |z| <1
1*9’32 w_{ arcothx—i—Cg—%-lnzH—I—Cg fir |z|>1

v
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5.2 Das bestimmte Integral
5.2.1 Von der Anderungsrate zur Anderung

Die 1. Ableitung einer Funktion wurde als momentane Anderungsrate des Funktionswertes eingefiihrt. Sie
gibt also an, wie stark sich der Funktionswert veréindert, wenn ein winzig kleiner (die Mathematik spricht vom
Grenzwert Az nach Null) Schritt in z-Richtung gemacht wird. Betrachten wir also ein Az = dx, so verdndert
sich der y-Wert an der Tangente um dy = f’(x) dz. Dieses Ergebnis kann aber in einem Koordinatensystem,
in dem die f’(x)-Werte aufgetragen sind, als Fliche eines Rechtecks mit der Hohe f’(x) und der Breite dx
interpretiert werden. Und wenn man kontinuierlich lauter solche Rechtecke aneinander reiht, erhélt man die
Fldche zwischen der f’(z)-Kurve und der z-Achse.

Wir wechseln nun die Bezeichnungen: Statt f’ schreiben wir f und statt f schreiben wir F. Dann kénnen
wir die Fldche zwischen der Kurve y = f(z) und der z-Achse als unendliche Summe von unendlich schmalen
Rechtecken aufschreiben:

n w2:b

li . _

lim ; f(z) A, / f(z)dx
Yi

y = fix)

Abbildung 27: Bestimmtes Integral und Fliche

Diese Summe wird auch als bestimmtes Integral der Funktion f in den Grenzen von x; = a bis 29 = b be-
zeichnet. Wir kénnen also das bestimmte Integral als unendliche Summe von unendlich schmalen Rechtecken
interpretieren.

5.2.2 Bestimmtes Integral und Stammfunktion

Wir wissen, dass Integrieren das Aufsuchen einer Stammfunktion bedeutet. Nun haben wir gesehen, dass
das bestimmte Integral in den Grenzen von x7; = a bis xo = b eine feste Fldche ergibt. Das unbestimmte
Integral [ f(z) dz = F(z) + C liefert Stammfunktionen F der Integrandfunktion f. Eine Stammfunktion F'
kann man fiir verschiedene x auswerten. So soll z.B. x die Werte z1 = a und x5 = b annehmen und wir erhal-
ten: F'(a) + C bzw. F(b) + C. Die Differenz dieser Auswertungen ist F(b) + C — (F(a) + C) = F(b) — F(a).
Sie ist konstant, also ein fester Wert, und dieser Wert ist gleich der Fliche zwischen Kurve und z-Achse in
den Grenzen von 1 = a bis x9 = b.

Wenn man den Wert eines bestimmten Integrals berechnen will, geht man folgendermassen vor:
1. Berechnen der Stammfunktion: F(x)
2. Einsetzen der Grenzen: 'obere Grenze — untere Grenze’: [F(x)]ab =F(b)— F(a)

Beim unbestimmten Integral wird auch die Integrationskonstante C' aufgeschrieben. Bei der Berechnung des
bestimmten Integrals wird eine Stammfunktion ermittelt. Dabei kann man die Integrationskonstante
weglassen, da sie bei der Differenzbildung ohnehin wegfillt.

3 3 3 3 3
Beispiel: [z?dz = [%} = [3? - 1?} =
1 1

¥
I
W=
sl
Il
«l8
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5.2.3 Rechenregeln fiir bestimmte Integrale

c b

b
[ fx)de = [ f(z)de+ [ f(z)dx

a

5.3 Anwendungsbeispiele

Die Berechnung von unbestimmten und bestimmten Integralen findet in der Technik eine breite Anwendung.
Differentialgleichungen geben den Zusammenhang zwischen einer Grosse und ihren Ableitungen an. Die Lo-
sung einer gewohnlichen Differentialgleichung wird hdufig durch Berechnen von unbestimmten Integralen
gewonnen. Fir Flichen- und Volumenberechnungen werden bestimmte Integrale verwendet. Mit sogenannten
Doppel- oder Dreifachintegralen kénnen z.B. Volumina von Kérpern mit verschieden definierten Begren-
zungsflichen, aber auch Flichenmomente, Trigheitsmomente und der Schwerpunkt eines Korpers ermittelt
werden. In diesem Kurs beschrianken wir uns auf die Berechnung von Flichen und Rotationskorpern.

5.3.1 Flidchenberechnung

Mit dem bestimmten Integral kann man die Flidche zwischen einer Kurve und der z-Achse in den gegebenen
Grenzen direkt berechnen. Dann ist es aber auch nicht schwierig, die von zwei Kurven eingeschlossene Fléiche
zu ermitteln.

5.3.2 Fliche zwischen zwei Kurven

Gegeben sind die Kurven mit den Gleichungen y = 23 — 4z und y = x - (z — 2)(z — 3). Gesucht ist die von
diesen beiden Kurven eingeschlossene Fliche.

Um die gesuchte Fliache zu erkennen, werden die Kurven in ein Diagramm gezeichnet. Die erste Kurve ist
eine Parabel 3. Ordnung mit den Nullstellen —2,0, 2, die zweite Kurve ist ebenfalls eine Parabel 3. Ordnung,
hat aber die Nullstellen 0, 2, 3.

Abbildung 28: eingeschlossene Fléche

Aus der Zeichnung geht hervor, dass in den Grenzen von x; = 0 bis x5 = 2 eine Fliche von den beiden
Kurven eingeschlossen wird. Wenn die Schnittpunkte der Kurven nicht so offensichtlich wie in diesem Fall
sind, muss man sie durch Losen einer entsprechenden Gleichung berechnen. Zu bedenken ist, dass der Wert
eines bestimmten Integrals negativ ist, wenn die Kurve unterhalb der z-Achse liegt, die Funktionswerte
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also dort negativ sind. Das kommt uns in diesem Fall gelegen. Wenn wir die Differenz der Funktionsterme
zwischen oberer und unterer Kurve integrieren, erhalten wir die Summe der Flachenteile.

2 2 2 . )
f(m-(x—?)(x—S)—(x3—4x)) dx:f(ar3—5m2+6x—x3+4a:) dxzf(—5$2+10x) dr = {—5%4—10
0 0 0

o0y o3 o

Generell kann man die von zwei Kurven mit den Gleichungen y = f(x) und y = g(«) eingeschlossene Fliche
folgendermassen berechnen:

b
Fliche A = /(f(x) —g(x)) dx

5.3.3 Volumen von Rotationskérpern

Gegeben ist eine Kurve mit der Gleichung y = f(z). Diese Kurve soll in den Grenzen von x; = a bis
Zo = b um die x-Achse rotieren, wobei sie einen Rotationskérper umbhiillt. Gesucht ist das Volumen dieses
Korpers. Das bestimmte Integral bietet eine gute Losung fiir das Problem. Bei der Flichenberechnung sind
wir von schmalen Rechtecken ausgegangen und haben die Summe von unendlich vielen, unendlich schmalen
Rechtecken gebildet. Den Rotationskérper kann man in ganz schmale Scheiben schneiden.

Abbildung 29: Rotationskorper

T
J— x

Ax

Abbildung 30: Rotationskorper: Schnitt

Die Scheiben sind Zylinder mit dem Radius f(x) und der Héhe Axz. Das Volumen eines solchen Zylinders
ist:

Vg = (f(x:)* 7 A

Und die unendliche Summe ergibt dann:

T2

VRotationskb‘rper :n1~1>roIc1> Z (f(xz))Z ™ sz == / (f(x))Qﬂ- dx
=1 x

1
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5.4 Aufgaben
1) a) [(22°—4a" +32% —2? =5z +2) dz b) [(22— L) do

¢) [ (322 —5z+1—2) da Q) [ (52° +3Va7) de
2) a)[(e"—1)da b) [(2sinz + cosz) du

) [ (2= — %) de ) [ (3V4) de
3) a) f(72$2_3§,3+4x4> dr b) [ (ﬁ) dr ¢) [ (M%) dr d) f( x§’+1 - 1) dx
4) a) j(;) dr b) 5(21‘2 —4z) dz ¢ fll (=32 + 422 — 2) dz  d) f(g) dx

Bl 1 0 ™
5) a) Of(sinm) dr b) fw(—ﬁ) dx c)_f2(x+sinx) dr d) 7f (cosx) dx

6) a)ofl(ew)dx b)f(w—i—i) dx C)Lj(\/ﬁ) dx d)z<1+1ﬂ) dx

7) Berechnen Sie die Flidche zwischen Kurve und z-Achse zwischen den beiden Nullstellen:
a)y=-322+4r—1 b)y=a>—42?

8) Die Kurven mit den Gleichungen schliessen eine Fliche ein, deren Grésse zu berechnen ist:
y=(@-2)(x+3)(z—1undy = (z—2)° (z—1)

9) Berechnen Sie die von Sinus- und Cosinuskurve zwischen zwei benachbarten Schnittpunkten eingeschlos-
sene Fliche!

10) Wird eine Schraubenfeder durch eine Kraft F' verldngert, nimmt sie Energie auf (Spannungsenergie).
Fiir die Kraft gilt das Hooke’sche Gesetz: F' = k - x, wobei k die Federkonstante ist. Welche Energie
nimmt die Feder mit der Federkonstanten k& = 0.30 N/m bei einer Verlingerung von z; = 0 m auf
r9 = 0.20 m auf?

11) Durch die Gleichung z? + 4y* = 4 ist eine Ellipse in der a-y-Ebene gegeben. Welches Volumen hat
der Rotationskorper, der durch Rotation dieser Ellipse um die x-Achse entsteht?

12) Die Sinuskurve rotiert in einem Abschnitt zwischen zwei benachbarten Nullstellen um die z-Achse.
Berechnen Sie das Volumen des dabei entstehenden Rotationskorpers.
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5.5 Losungen

1)a)1/325—4/5254+3/42*—1/32%-5/222°+22+C
b)1/32%+ 271+ C
¢) > —5/22%+ x—21In(z) +C
d) 5/62° 4+ 6/5 vadxr + C

2)a)e”—1In (z) + C
b) —2 cos (x) + sin (z) + C
c) 2tanx 4+ 6cotx +C

d) 9/52°/% +C

3)a)2x?—3x+2In (z) + C
b) 4/3x"2+C
c)2x—2a32+C
d) 3arsinh () —2+C

4)a) £,b) =3, ¢c) -3, d) e

5)a) 1, b) —4, ¢) —3.416,d) 0

6) a) 1.718, b) 8.89, c) 0.375, d) 1.11
7) a) 4=, b) &

8) 3

9) 2v/2

10) 0.006 J

1) 8 x

12) § w2
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6 Schwingungen

Lernziele

e Harmonische Schwingungen und geddampfte Sinusschwingungen erkennen und mathematisch beschrei-
ben kénnen.

e Die grundlegenden Begriffe aus der Schwingungslehre kennen (Frequenz, Periodenldnge, Amplitude,
Elongation, Periodizitit).

6.1 Beispiele und Definition

Im Alltag kann man viele schwingende Systeme beobachten. Das Pendel in einer Pendeluhr oder die Unruhe
bzw. der Schwingquarz in einer Armbanduhr sind Beispiele. Im Bauwesen beobachtet man mechanische
Schwingungen von Bauteilen wie Balken oder Platten. Ebenso zédhlen akustische Schwingungen mit horbaren
Tonen dazu. In physikalischen Versuchen werden wir speziell die Schwingung von Federpendeln und von
Fadenpendeln studieren. Dabei fragen wir, wie eine Schwingung zu definieren ist.

6.1.1 Physikalische Beobachtungen

Um physikalische Erkenntnisse zu gewinnen, ist es n6tig, Vorgénge in der Natur zu beobachten. Oftmals laufen
Naturvorginge unkontrolliert ab, sodass Beobachtungen schwierig sind. Deshalb werden gezielt Experimente
eingerichtet, bei denen die Rahmenbedingungen festgelegt und auch immer wieder verandert werden kénnen.
Experimente konnen meist auch beliebig oft wiederholt werden. Fiir das Beobachten und das Aufzeichnen
der Ergebnisse werden hier ein paar Tipps gegeben.
Anlage

e Habe ich die Anlage skizziert? Ansichtsskizze / Ubersichtsskizze / Prinzipskizze

e Habe ich eine Skizze der elektrischen Schaltung?

e Habe ich eine Stiickliste der verwendeten Gerate?

e Welche Messbereiche haben die Messgerite?

Ablauf
e Habe ich den zeitlichen Ablauf protokolliert?
e Habe ich die Messwerte in einer Tabelle erfasst?
e Habe ich mehrere Versuche durchgefiithrt?
e Habe ich verschiedene Anfangsbedingungen realisiert?

e Sind beim Ablauf besondere oder merkwiirdige Erscheinungen aufgetreten?

Auswertung
e Habe ich die Beziehung zwischen Messwerten graphisch dargestellt?
e Habe ich ein mathematisches Modell fiir den Vorgang oder die Beziehung zwischen Messgrossen?
e Wie gross ist die Genauigkeit der Messungen?
e Habe ich mir ein Urteil tiber mégliche Beobachtungs- oder Messfehler gebildet?

e Habe ich die Resultate kritisch hinterfragt?
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6.1.2 Federpendel

Experiment: An einer Schraubenfeder hingt ein Gewichtsstiick mit der Masse m. Die Feder wird
nach unten ausgelenkt und dann losgelassen. Das Gewichtsstiick schwingt auf und ab. Uber eine
Vorrichtung wird die Bewegung des Federpendels mit dem Computer aufgezeichnet. Konkret erhilt man
Kurven fir die Position s des Gewichtsstiicks, seine Momentangeschwindigkeit v und seine momentane
Beschleunigung a. Der Plot zeigt, dass es sich bei den Graphen um Sinuskurven handelt.

Wir halten fest: Das Federpendel fiihrt eine sinusférmige Schwingung aus. Eine sinusférmige Schwingung
wird als harmonisch bezeichnet.

6.1.3 Fadenpendel

Experiment: An einem Faden hiingt eine kleine Metallkugel. Wird die Kugel aus der Ruhelage ausgelenkt
und losgelassen, bewegt sie sich in die Ruhelage zuriick und schwingt dariiber hinaus etwa gleich weit aus,
wie sie zu Beginn auf der anderen Seite gestartet ist. Die Kugel (sie repriisentiert einen Massenpunkt) fiithrt
eine Schwingung aus. Ob sie auch harmonisch ist, muss noch untersucht werden.

Die permanente Aufzeichnung der Position ist hier nicht so einfach wie beim Federpendel. Aber wir
konnen die Zeit fir eine Hin- und Herbewegung, die Periodenlinge oder Schwingungsdauer mit der Stopuhr
messen.

Experiment: An einem Balken sind mehrere Fadenpendel aufgehédngt. Die beiden langen Pendel haben
Kugeln aus verschiedenem Material (Metall und Holz) angehiingt. Werden die beiden gleich langen Pendel
ausgelenkt, kann man beobachten, dass sie mit gleicher Periodenléinge schwingen. Die Schwingungsdauer
eines Fadenpendels ist also unabhéngig von der Masse des Pendels.

Experiment: An einem Balken sind mehrere Pendel unterschiedlicher Lange aufgehdngt. Die Fadenlingen
verhalten sich 1 : 2 : 4. Man kann beobachten, dass das ganz lange Pendel eine Schwingungsdauer hat,
welche viermal so gross wie die Schwingungsdauer des ganz kurzen Pendels ist. Wird also die Fadenlinge
vervierfacht, halbiert sich die Schwingungsdauer. Generell konnte man vermuten, dass die
Schwingungsdauer indirekt proportional zum Quadrat der Fadenlange ist.

Definition: Eine mechanische Schwingung ist die periodische Hin- und Herbewegung eines Massenpunktes.

Periodisch bedeutet, dass dieselbe Bewegung immer wieder in der gleichen Art auftritt. In einem Auslenkungs-Zeit-

Diagramm erkennt man dies durch die Wiederholung derselben Kurventeile.

6.1.4 Begriffe
Elongation Die Elongation ist die Auslenkung eines Pendels aus der Ruhelage. Sie ist eine Weggrosse

und wird in m (Meter) gemessen.
Amplitude Die Amplitude einer Schwingung ist die maximale Auslenkung aus der Ruhelage.

Periodenlinge Unter der Periodenlinge oder Schwingungsdauer T versteht man die Zeit fiir eine Hin-
und Herbewegung. Die Masseinheit von T ist s (Sekunde).

Frequenz Die Frequenz feiner Schwingung gibt die Anzahl von Hin- und Herbewegungen in einer Sekunde
an. Thre Masseinheit ist [f] = s~! = Hz (Hertz).

Winkelgeschwindigkeit Da die Schwingung mit einer Kreisbewegung verglichen wird, beniitzt man die
Winkelgeschwindigkeit w auch zur Beschreibung der Schwingungsbewegung. Die Masseinheit von w ist s?.
Zwischen Frequenz f, Winkelgeschwindigkeit w und Periodenlénge T" bestehen folgende Beziehungen:

1 2
f:Tundw:%rf:%
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6.2 Ungedampfte Schwingungen
6.2.1 Kreisbewegung und harmonische Schwingung

Experiment: Ein Korper rotiert auf einem Kreis. Er wird von einer Lampe beleuchtet, sein Schatten fallt
auf die Wandtafel. Dort kann man eine Hin- und Herbewegung des Schattens beobachten. Wenn man z.B.
mit der Kreide dem Schattenbild folgt und dabei die Wandtafel nach oben oder unten verschiebt, wird die
Bewegung des Schattens zeitlich aufgelost, und es entsteht eine Orts-Zeit-Kurve. Bei genauer Erfassung
dieser Kurve wird man eine Sinuskurve beobachten kénnen.

YA yA
*{;

Pat /
Q! -

Y yvy

Abbildung 31: Kreisbewegung und harmonische Schwingung

Die Abbildung zeigt die Projektion einer Kreisbewegung auf die y-Achse. Die y-Ausschlige verhalten sich
nach einer Sinusfunktion. Eine solche Sinusschwingung heisst harmonisch.

6.2.2 Schwingungsgleichung

Das Beispiel mit der Projektion der Kreisbewegung auf eine Achse ergibt eine Sinuskurve. Man kann sie
folgendermassen darstellen. Der Radius des Kreises ergibt die maximale Auslenkung, also die Amplitude 7.

Die Winkelgeschwindigkeit w ist ja definiert als AA‘f Daraus kann man den in der Zeit ¢ iiberstrichenen Winkel
zu wt berechnen. Fiir die Beschreibung der Auslenkung, also des y-Wertes, der Elongation der Schwingung
erhélt man:

y =7 sin (wt + @)
Da die Cosinuskurve gleich einer im 7 nach links verschobenen Sinuskurve ist, beschreiben auch Cosinus-
kurven harmonische Schwingungen.
6.2.3 Mathematisierung der Pendelschwingungen
Federpendel

Wir betrachten fiir die mathematische Auswertung ein horizontales, reibungsfrei gelagertes Federpendel.

x1
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Die Federkonstante der beiden Federn ist mit D gegeben. Die Abbildung zeigt das Pendel in der ausgelenkten
Position mit der Federlingendnderung Ax = z — 0 = z. Die Federkraft ist die einzig wirkende Kraft an der
Masse m.

Somit kann man fir die resultierende Kraft an der Masse m ansetzen: F,.c,=m-a=—D - z.

Die Momentanbeschleunigung ist die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit. Sie ist somit die 1. Ableitung
der Geschindigkeit nach der Zeit. Es gilt: « = ©. Und da die Momentangeschwindigkeit v gleich der zeitlichen
Anderung der Position x ist, ist also v gleich der 1. Ableitung der Positionsfunktion nach der Zeit. Es gilt:
v = &. Somit ist die Momentanbeschleunigung gleich der 2. Ableitung der Positionsfunktion nach der Zeit:
a=0=1%.

Aus dem oben aufgeschriebenen Ansatz fiir die resultierende Kraft wird die folgende Differentialgleichung:

m-r=—-D-x
oder umgeformt:

D
m-Z+D.-x=0 bzw. T+ —x=0
m

Fiir diese Differentalgleichung vermuten wir die Losung z(t) = A - sin (wt 4 ¢). Diese Funktion und ihre 2.
Ableitung in die Differentialgleichung eingesetzt miisste demnach eine wahre Aussage ergeben.

x=A-sin(wt + @)
& =wA - cos (wt + p)
= —w?A - sin (Wt + @)

m - (—w?A - sin (wt 4+ ¢)) + D - A-sin(wt +¢) =0

Nach dem Dividieren durch A kann man feststellen, dass die Differentialgleichung far alle ¢ erfiillt ist, wenn
m - w? = D ist. Also kann man fiir die Kreisfrequenz schliessen, dass sie folgendermassen berechnet werden
kann:

D
w=1/—
m

1 /D /m
f:% E und T =2m B

Die Losung der Differentialgleichung hat eine Sinuskurve ergeben. Somit haben wir eine Sinusschwingung,
also eine harmonische Schwingung erhalten. Beim Ansatz der Differentialgleichung kann man sehen, dass die
resultierende Kraft m-a zu jedem Zeitpunkt direkt proportional zur Auslenkung x ist. Es gilt ja: m-a = —D-x. Die
Tatsache, dass die riicktreibende Kraft proportional zur Auslenkung ist, kann man als Erkennungsmerkmal fiir
eine harmonische Schwingung verwenden.

Mit w =27 f = 2% gilt ferner:

Fadenpendel

Das Fadenpendel mit einer punktférmigen Masse m an einem Faden der Lange [ heisst auch mathematisches
Pendel. Wird das Fadenpendel aus seiner Ruhelage ausgelenkt, so ist die Gewichtskraft fiir die Zuriickfithrung
des Pendels in die Ruhelage verantwortlich. Die Auslenkung wird entlang des Kreisbogens gemessen, der hier mit
s bezeichnet wird.

Die Gewichtskraft Fg kann in eine Komponente Fgr parallel zum Faden und eine Komponente F; senkrecht
zum Faden und somit tangential zum Kreisbogen zerlegt werden. Fiir die Beschleunigung der Masse entlang des
Kreisbogens ist nur Fg, verantwortlich. Damit erhilt man wiederum eine Differentialgleichung.

ms =—Fg = —Fg -sinp = —mgsinp
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Der Winkel ¢, der im Bogenmass gemessen wird, kann mit der Fadenlinge [ ausgedriickt werden. Er misst
ja die Linge des Bogens im Einheitskreis und ergibt ¢ = 7. Umgeformt erhélt man:
s

ms§ = mgsin (7)

Diese Gleichung zeigt uns aber, dass hier keine direkte Proportionalitéit zwischen der resultierenden Kraft
und der Auslenkung s besteht. Vielmehr kommt das s als Teil des Arguments der Sinusfunktion vor. Das
bedeutet, dass das Fadenpendel keine harmonische Schwingung ausfiihrt.

Fiir kleine Auslenkwinkel ¢ (in der Regel bis etwa 8°) kann man sin ¢ durch ¢ ersetzen. Dann erhélt man:

. S
ms = mg-

l

In dieser Gleichung erscheint nun die resultierende Kraft proportional zur Auslenkung s, sodass wir also fir
kleine Winkel angendhert eine harmonische Schwingung erhalten. Durch eine kleine Umformung ergibt
sich nun:

§+%s=0

Im Vergleich mit der entsprechenden Gleichung beim Federpendel kann man fiir das w? anstelle % nun
einsetzen. Das fiithrt zu folgenden Beziehungen fiir die Frequenz f und die Schwingungsdauer 7"

1 l
f=— g und T =2m[—
2\ 1 g

Die Masse kommt hier nicht mehr vor, was bedeutet, dass die Schwingungsdauer des Fadenpendels (bei
kleinem Winkel) nicht von der Masse m abhéngt.

Drehpendel

Das im Labor beobachtete Drehpendel bewegt sich analog wie ein Federpendel. Statt der Masse m muss man das
Tragheitsmoment .Jund statt der Ortskoordinate - den Winkel o einsetzen. Dann erhilt man folgende
Differentialgleichung:

Jtt = —D - a mit D = Direktionsmoment der Feder

Die Losung ist:

aft) = A -sin (wt 4 ) mit w?=15
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6.3 Gedampfte Schwingungen

In der Realitét gibt es keine freien ungedampften mechanischen Schwingungen. Immer tritt irgend eine Form
von Reibung oder ein anderer Widerstand auf. Die Reibung zwischen Festkorpern ist nur von der
Normalkraft und vom Material abhingig. Bei einer Diampfung der Schwingung durch eine
Flussigkeitsbremse ist die Widerstandskraft proportional zur Momentangeschwindgkeit. Der
Luftwiderstand hingegen verdndert sich mit dem Quadrat der Momentangeschwindigkeit. In technischen
Systemen tritt sehr oft die geschwindigkeitsproportionale Dampfung auf, sodass hier nur diese behandelt
wird.

x1r

Die Bremskraft in einer Fliissigkeit bei laminarer Stromung ist proportional zur Momentangeschwindigkeit.
Die Richtung der Kraft ist entgegengesetzt zur Geschwindigkeitsrichtung. Somit kann man ansetzen: Fr =

—B-v=—Pi
Fiir die resultierende Kraft gilt dann:
Fres =mi = —Dx — p&

und umgeformt:
D
T+ ﬁx +—2=0
m m
Wir bezeichnen % mit w3 und den neuen Ausdruck % mit 20. Somit wird die Differentialgleichung zu:

i+ 20% +wiz =0

Als Losung fir diese Differentialgleichung kann man eine Sinusschwingung vermuten, deren Amplitude ab-
fallt, z.B. mit einer fallenden Exponentialfunktion. Exponentialfunktionen spielen in der Beschreibung von
natiirlichen Prozessen eine grosse Rolle. Deshalb kann man den Ansatz einmal so versuchen.

Ansatz: z = A - e~ sin (wt + ¢)

Die Ableitungen sind dann:

&= —6Ae % sin (wt + @) + wAe % cos (wt + ) = Ae™% [~ sin (wt + ) + wcos (Wt + )]

i =—6Ae™% [~§sin (wt + @) + wcos (wt + ¢)] + Ae ™" [—6w cos (wt + ) — w? sin (wt + )] =
= Ae ™ [(6% — w? ) sin (wt + @) — 20w cos (wt + )]

FEinsetzen in die Differentialgleichung fithrt zu:

Ae 9t [(6% — w? ) sin (wt + @) — 20w cos (wt + )] + 204~ [~ sin (wt + @) + w cos (wt + @)] +
Hwd - A-e Osin (wt + ) =0

Man kann nun durch Ae~%! dividieren und nach Sinus und Cosinus ordnen:

(62 — w? — 26% + W) sin (wt + @) + (—26w + 26w) cos (wt + ) =0
(—w? =62 + w3) sin (wt + ) +0=0

Die Gleichung ergibt eine wahre Aussage, wenn w? = w3 — §2 ist.
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wp ist die Kreisfrequenz des ungeddampften Pendels, § ist ein Mass fiir die Dampfung und w ist dann die
Kreisfrequenz der geddampften Pendelschwingung. Es gilt:

w = \/w — 62
Je grosser die Dampfung ist, umso mehr weicht die Frequenz der geddmpften Schwingung von der Frequenz
der ungeddmpften ab. Sie wird bei der geddmpften Schwingung immer kleiner als bei der ungeddmpften sein.

Was aber geschieht, wenn die Ddmpfung sehr stark wird? Irgendwann wird das ausgelenkte Pendel keine
Schwingung mehr machen, sondern von der Auslenkposition zuriick in die Nullposition gehen, ohne diese zu
iiberschreiten. Die Losung der Differentialgleichung wird dann keine Sinusfunktion sein. Es ergeben sich dann
Losungen mit Exponentialfunktionen vom Typ y = A - e~ **. Somit kann man drei Fille beim Verhalten eines
gedampften Pendels unterscheiden. Der oben ausfithrlich dargestellte Schwingfall liefert als Losung eine
Sinuskurve. Bei starker Dampfung (6 > wp) spricht man vom Kriechfall. Und der Ubergang zwischen diesen
beiden Fillen, wenn also § = wyqist, heist aperiodischer Grenzfall.

In der Bautechnik sind alle drei Fille von Bedeutung. So kénnen Bauteile durch externe Anregung ins
Schwingen geraten (Erdbeben, Verkehr). Da jede Konstruktion eine gewisse Elastizitat hat, ist das Studium
des Schwingverhaltens ein wichtiges Aufgabenfeld fir den Bauingenieur. Durch konstruktive Vorkehrungen
kann man das Schwingverhalten von Bauteilen und Bauwerken positiv beeinflussen.

In praxisnahen Modellen werden meist schwingungsfihige Systeme durch eine geeignete Kombination von
Federpendel dargestellt und Simulationen durch Losen der zugehorigen Differentialgleichungssysteme ge-
rechnet. Deshalb ist fiir die Diskussion von Schwingungsvorgéingen in der Baupraxis die Schwingung des
Federpendels ein zentrales Element.

6.4 Angeregte Schwingung, Resonanz

Durch externe Einwirkung kann ein schwingungsfihiges System zum Mitschwingen angeregt werden. Unsere
Beobachtungen zeigen, dass das Mitschwingen wesentlich vom Verhéltnis zwischen der Eigenfrequenz
des schwingungsfahigen Systems und der Erregerfrequenz abhidngt. Wir werden diese Beziehung am
gedampften Federpendel konkret diskutieren. Dabei soll das Pendel durch eine sinusférmige Schwingung
angeregt werden. Interessant ist zu verfolgen, wie sich die Amplitude der Pendelschwingung in
Abhingigkeit von der Anregungsfrequenz entwickelt.

6.4.1 Differentialgleichung des angeregten Federpendels

Wir nehmen das Federpendel aus dem vorherigen Kapitel und regen es durch einen Motor mit Exzenter zum
Schwingen an.

RS TR NN
(‘1‘& [l o

Der Motor dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit wy;. Die Kraft, welche der Motor horizontal tiber die
Stange auf das Pendel austibt, kann man dann mit einer Sinusfunktion darstellen:

Fy=F-sin (wart). Somit erhilt man als resultierende Kraft auf die Pendelmasse:

Fres =mi = —Dx—6x+F51n(wMt)
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D

Nach Umformen und dem Ersatz von % durch 26 sowie £ durch wj ergibt sich:

F
#4260 + wiz = — sin (wart)
m

Die linke Seite beschreibt das Eigenverhalten des Systems, wahrend die rechte Seite den Einfluss der externen
Wirkung darstellt. Man nennt die Funktion auf der rechten Seite deshalb auch Storfunktion. Die Losung dieser
Differentialgleichung besteht aus zwei Teilen, ndmlich der urspriinglichen Loésung bei der gedampften
Schwingung ohne Anregung und einer speziellen Losung des angeregten Systems. Die Mathematik gibt dafiir
folgende Gesamtlosung an:

x=C-e % sin (wt 4 ) + Asin (wart + ©o)

mit w = \/wi — 0%, A= 7 P und g = arctan (w%‘s‘il‘zz) (ohne Beweis).
m M 0

(Wi —w3 )2 +46%wl,

Mit der Zeit wird in der Losungsgleichung der erste Teil wegen e % praktisch vernachlissigbar, sodass der
zweite Teil, der durch die Erregerfrequenz wj, charakterisiert ist, fiir die Schwingung des angeregten Feder-
pendels massgebend ist. Dabei ist A die Amplitude der erzwungenen Schwingung. Man spricht von Resonanz,
wenn die Amplitude maximal ist. Diese Maximalstelle kann man berechnen, indem man das Minimum des
Radikanden im Nenner in Abhéngigkeit von der Erregerfrequenz wjy; sucht. Wir bezeichnen diesen Radikan-
den mit R(wys).

R(war) = (wh — wiy)? + 46%w],

Die 1. Ableitung null setzen ergibt die Extremalstellen: R'(war) = 2(wy? — waf) - (—2war) + 862wy
R'(wpr) =0 =2(wd — w?,) - (—2war) + 862w

0= —wd + w?, + 262

W = wd — 262

wp = Jwi — 262

Resonanz tritt ein, wenn die Erregerfrequenz in der Nihe der Eigenfrequenz des Pendels liegt. Die Damp-
fung beeinflusst den genauen Wert der Resonanzfrequenz. Die Amplitude A kann auch als Funktion der
Erregerfrequenz wy; dargestellt werden. Dabei erhélt man die sogenannte Resonanzkurve:

A

©
Wygg M
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6.5 Aufgaben

1) Als Sekundenpendel bezeichnet man ein Fadenpendel, welches fiir eine Hin- und Herbewegung genau
eine Sekunde braucht. Welche Lange muss der Faden auf der Erde haben?

2) Ein horizontales Federpendel hat eine Masse von m = 10 kg, die Federkonstante ist D = 250 N/m. Das
Pendel ist geddmpft, der Reibungsfaktor betrdgt 5 = 80 kg/s.

a) Berechnen Sie die Abklingkonstante § und die Eigenkreisfrequenz des ungedédmpften sowie des ge-
ddmpften Pendels.

b) Zeigen Sie mit den berechneten Werten, dass das Pendel tatsdchlich eine geddmpfte Schwingung aus-
fithrt, wenn man es aus der Ruhelage auslenkt.

¢) Schreiben Sie die allgemeine Losung fiir die Schwingungsgleichung des Pendels auf.

d) Welche Schwingungsgleichung erhélt man mit den Anfangswerten z(0s) = 0.6 m und #(0s) =0 m/s?

3) Das Diagramm zeigt den Plot einer gedampften Schwingung (Zeit in s, Auslenkung in cm).

Lesen Sie aus dem Diagramm geeignete Werte ab. Bestimmen Sie damit die Eigenkreisfrequenzen des
gedampften sowie des ungeddmpften Pendels und die Abklingkonstante 4. Schreiben Sie auch eine Schwin-
gungsgleichung fur die im Diagramm dargestellte Kurve auf.

4) Mit welcher Frequenz miisste man ein Federpendel mit der Masse m = 3 kg, der Federkonstanten D =
12 N/m und dem Reibungsfaktor 5 = 2 kg/s antreiben, damit Resonanz eintritt?

5) Wie miisste man die Masse im Pendel der Aufgabe 4) verédndern, damit gerade keine Schwingung zu-
stande kommt (aperiodischer Grenzfall)?

6) Wie muss man die Masse eines ungeddmpften Federpendels verédndern, damit sich die Frequenz halbiert?
7) Wie gross miisste die Abklingkonstante in Aufgabe 4) sein, damit die Eigenkreisfrequenz des ungeddmpf-
ten Pendels doppelt so gross wiirde wie jene des geddmpften Pendels?

8) Wie muss man die Linge des Fadens eines Fadenpendels verdndern, damit die Periodenliange verdoppelt
bzw. vervierfacht wird?
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Losungen

1. 0.248 m

2. a)d=4s L wy=5sHw=3s"1
b) 6 < wy = Schwingfall
) x=A- e sin(wt+p)=A- et gin(3/s-t+ @)
d) ¢=0.644rad =36.87°, A=1m = x=1m-e**.sin (3/s-t+0.644)

3.A=17cm, T =32s,w=1.96s"18§=0.199s "1 wy=1.97s"*
4, Wpes=1.9445"1
5. m = B?/4D = 0.083 kg

6. mo = 4mg, d.h. die Masse muss vervierfacht werden.

7.82=3L  §5- /3¢

8. Bei Verdoppelung von T'muss ¢ vervierfacht werden. Bei Vervierfachung von T'muss ¢ mit dem Faktor 16
multipliziert werden.
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7 Wellen

7.1 Fortschreitende Wellen

Haben wir bei Schwingungen periodische Vorginge an einem Ort beobachtet, wollen wir nun periodische
Vorginge untersuchen, die sich im Raum ausbreiten. Ein erstes Experiment zeigt die Ausbreitung einer
Querstorung auf einem elastischen Tréiger, einem Federseil.

Experiment: Wellenberg auf dem Federseil

Ein Federseil ist eine lange Spiralfeder und somit ein elastischer Tréger. Es ist quer durch den Raum auf-
gespannt. Nun wird an einem Ende das Seil in Querrichtung kurz ausgelenkt und wieder in Ruhe gelassen.
Die erzeugte Storung, ein Wellenberg breitet sich entlang des Seils aus bis zum Ende. Dort wird die Stérung
reflektiert.

N\
A~
Y o
/N
\/
A V4

Wir halten fest:
e Der Wellenberg wandert mit einer bestimmten, konstanten Geschwindigkeit c.
e Der Wellenberg wird am festen Ende reflektiert und es kommt ein Wellental zuriick.

e Der Wellenberg ist durch eine lokale Spannung des Federseils erzeugt worden. Diese lokale Spannung
fiihrt zur Speicherung einer Energieportion im Wellenberg. Mit dem Wellenberg wird also auch Energie
transportiert.

Anmerkung: Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ wird auch als Phasengeschwindigkeit bezeichnet, weil es
die Geschwindigkeit ist, mit der sich z.B. ein Wellenberg, also eine Erscheinung mit einer bestimmten
Phase ausbreitet. Demgegentiber gibt es auch eine Gruppengeschwindigkeit. Diese Geschwindigkeit ist bei
endlich langen Wellenziigen die Geschwindigkeit, mit der sich der Wellenzug bewegt. Die beiden
Geschwindigkeiten kénnen, missen aber nicht gleich sein.
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Experiment: Fortschreitende Welle auf der Wellenmaschine

Eine Wellenmaschine besteht aus Pendeln, welche miteinander durch Federn gekoppelt sind. Somit wird die
Schwingung eines Pendels mit einer kleinen zeitlichen Verzogerung auf das néchste Pendel iibertragen.

Auf der Wellenmaschine wird durch stindige Auf- und Abbewegung eine Folge von Wellenbergen und Wel-
lentdlern erzeugt. Diese laufen {iber die Liange der Wellenmaschine und werden am Ende reflektiert.

AAAA-

Definition: Eine mechanische Welle ist die Ausbreitung einer Storung auf einem elastischen Trager.

Eigenschaften der fortschreitenden Welle:
e Das Wellenbild bewegt sich mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit c.
e Jeder Punkt des Wellentriigers erreicht die maximale Auslenkung.

e Die fortschreitende Welle transportiert Energie.

7.2 Begriffe

Wellenlinge A\: Um eine Welle und ihre Ausbreitung zu beschreiben, fithren wir die Wellenlinge \ ein. Die
Wellenlidnge A bezeichnet den Abstand zweier benachbarter Punkte auf dem Wellentriager in gleicher Phase.
7.B. ist die Wellenldnge A der Abstand zweier aufeinanderfolgender Wellenberge.

A A

—

JaNA A WP
=

Elongation: Unter Elongation versteht man die Auslenkung eines Massenpunktes des Wellentréigers aus
der Ruhelage.

Amplitude: Die Amplitude bezeichnet die grosste Auslenkung. Sie wird oft mit A oder ¢§ bezeichnet.

Periodenlinge 7: Die Periodenlinge T ist die Zeit fiir eine vollstindige Hin- und Herbewegung eines
Massenpunktes.

Frequenz f: Die Frequenz f ist die Anzahl Schwingungen eines Massenpunktes pro Sekunde.

Kreisfrequenz w: Die Kreisfrequenz w steht in einem festen Verhéltnis zur Frequenz f. Es gilt w = 27 f.
Die Kreisfrequenz w bezeichnet die Winkelgeschwindigkeit der Kreisbewegung, aus welcher die harmonische
Schwingung durch Projektion abgeleitet wurde.
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Phasenwinkel ¢: Der Phasenwinkel, meist mit ¢ bezeichnet, gibt die Verschiebung der Sinuskurve gegen-
iiber der Standard-Sinusfunktion an. Bei Sinuswellen kann damit die momentane Schwingungssituation eines
Massenpunktes des Trégers beschrieben werden.

7.3 Beziehungen zwischen den Wellengrossen

Waihrend der eingezeichnete Massenpunkt einmal von ganz oben nach unten und wieder zurtick geht, wandert
der Wellenberg mit der Geschwindigkeit ¢ um eine Wellenléinge A weiter. Die Zeit dafiir ist eine Periodenlénge
T.

A A #
C

Die Strecke A ist gleich dem Produkt aus Geschwindigkeit ¢ und der Zeit T: A =c¢- T
Da T = % ist, kann man auch schreiben: A\ = ? oder:

c=f-A

7.4 Wellengleichung

Fiir eine Sinuswelle mit einer Ausbreitungsrichtung kann man eine Wellengleichung aufstellen. Dazu gehen
wir von der Gleichung der harmonischen Schwingung eines Federpendels aus. Die einzelnen Massenpunkte
des elastischen Trégers fassen wir also als Federpendel auf. Es gilt dann:

y = gsin (wi + ¢)

Yi

In der angefithrten Schwingungsgleichung kommt die Zeit ¢, nicht aber die Position x des schwingenden
Massenpunktes vor. Dieses z sollte in die Gleichung integriert werden. Dazu kénnen wir eine Beziehung
zwischen dem Phasenwinkel ¢ und der Position z herstellen.

Setzen wir z.B. fir ¢ null ein, also den Startzeitpunkt, ergibt sich:

y(t =0) =gsingp

Den Phasenwinkel ¢ kann man als Funktion von z ansetzen: ¢ = ¢(z), da er sich mit der Position x #ndert.
Diese Funktion ist sogar eine lineare, sodass man schreiben kann:

)=k -z k ist Proportionalitéitsfaktor.

und: y(z,t = 0) = gsin (kx)

Dieser sin (k) muss eine periodische Funktion mit der Periodenlénge A sein, da nach jeweils einer Wellenléinge
der entsprechende Massenpunkt in gleicher Phase wie der gerade beobachtete schwingt. Also muss gelten:
sink(x + A) = sin (kx + 27)

Hier kann man ablesen: k - A = 27, woraus sich k berechnen lésst: k = 27"

Mit w = 2% kann man die Schwingungsgleichung fiir alle Positionen z schreiben:

y(a, t) = ysin (Wt + @) = §sin(ZEt + 2z) = gsin 27 (L + £)

t T
t p— ] 1 2 — -
y(x,t) = gsin 7T(T—|— )\)
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7.5 Transversalwelle - Longitudinalwelle

Die bisher beobachteten Wellen sind Transversal- oder Querwellen, weil die Auslenkung senkrecht zur Aus-
breitungsrichtung der Welle erfolgt. Die Schwingungsebene der Welle steht senkrecht zur Ausbreitungsrich-
tung.

Ist die Schwingungsrichtung parallel zur Ausbreitungsrichtung, so liegt eine Longitudinal- oder Ldngswelle
Vor.

Transversalwelle

I.v.l IU- I.H.I [ |
Longitudinalwelle

S—

Den Wellenbergen bei der Transversalwelle entsprechen Verdichtungsstellen bei der Longitudinalwelle.
Die Entsprechung zu den Wellentélern sind bei der Logitudinalwelle die Stellen verminderter Dichte.

7.6 Polarisation von Wellen

Eine Transversalwelle kann einen Spalt nur durchdringen, wenn der Spalt parallel zur Schwingungsebene der
Welle steht. Steht er hingegen senkrecht zur Schwingungsebene, wird die Welle am Spalt reflektiert. Die
Spaltrichtung heisst auch Polarisationsrichtung. Die Schwingungsebene parallel zum Spalt heisst Polarisati-
onsebene. Verlduft die Transversalwelle in einem beliebigen Winkel zur Spaltrichtung, wird die Schwingungs-
komponente parallel zum Spalt hindurchgelassen. Die Komponente senkrecht zum Spalt wird reflektiert.

FEine Longitudinalwelle kann durch einen Spalt, gleich in welche Richtung er ausgerichtet ist, nicht aufgehalten
werden. Eine Welle, die polarisiert werden kann, ist also immer eine Transversalwelle.
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7.7 Wellen in der Ebene und im Raum

Wellen wie jene auf dem Federseil sind im Alltag und in technischen Anwendungen nicht so hiufig anzutref-
fen. Vielmehr treten Wellen auf, die sich in einer Ebene (z.B. Wasserwellen) oder im Raum (z.B. Schallwellen)
ausbreiten. Die Mathematik bietet natiirlich Instrumente an, um diese Ausbreitung in Modellen zu beschrei-
ben. Dennoch geniigt es meist, die Wellenausbreitung nur in einer Dimension zu verfolgen, wozu die vorhin
eingefiihrte Wellengleichung niitzlich ist. Bei der Ausbreitung in 2 oder 3 Dimensionen muss man allerdings
die Verteilung der Energie in diesen Dimensionen beriicksichtigen.

7.7.1 Beispiele von Wellen

Wasserwellen

Auf der Wasseroberflache kann man Transversalwellen beobachten. Sie breiten sich zweidimensional aus und
dringen nicht in die Tiefe des Wassers ein.

Schallwellen

Schallwellen sind Longitudinalwellen. Sie koénnen sich nicht nur in Festkérpern und Flassigkeiten,
sondern auch in Gasen ausbreiten. Gerade die Ausbreitung in Flissigkeiten und Gasen, wie z.B. in der Luft,
bedingt, dass die Schallwellen longitudinal sind, weil es in Fluiden nur Uber- und Unterdruckzustinde

Ayt

Oszillogramm einer Schallwelle

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Schallwellen hingt vom Medium ab. So ist sie deutlich grosser in
Festkorpern als in Gasen

Elektromagnetische Wellen

Elektromagnetische Wellen brauchen kein Trigermedium. Im 19. Jahrhundert war man auf der Suche nach
einem solchen Medium, man konnte aber keines finden. Mit der Entdeckung der Zusammenhénge zwischen
dynamischen Magnetfeldern und elektrischen Feldern und ihren gegenseitigen Wirkungen konnte gezeigt
werden, dass sich elektrisches Feld und Magnetfeld gegenseitig aufrecht erhalten kénnen. In den von James
Clark Maxwell (1831 - 1979) formulierten und nach ihm benannten Mazwellgleichungen ist diese Tatsache
festgehalten.

Lichtwellen

Dass Licht Wellencharakter hat, war schon im 17. Jahrhundert bekannt (Christiaan Huygens, 1629 - 1695).
Im 19. Jahrhundert konnte gezeigt werden, dass die Lichtwellen zu den elektromagnetischen Wellen gehéren
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elektrisches Feld
- A

— L
Ausbreitungs- LA
richtung

B Magnetfeld

Elektromagnetische Welle

und somit auch keinen materiellen Trager fiir ihre Ausbreitung bendtigen. Deshalb ist es auch kein Problem,
dass das Licht der Sonne durch den ’leeren Raum’ auf die Erde gelangen kann.

7.8 Weitere Wellenphéinomene

Die im Folgenden beschriebenen Phianomene Interferenz und Beugung sind charakteristisch far Wellen.
Man kann diese Phidnomene aber oft im Alltag nicht gut beobachten bzw. kommt nicht auf die Idee,
solche Phanomene mit Wellen in Zusammenhang zu bringen.

7.8.1 Interferenz von Wellen

Interferenz von Wellen bedeutet ihre Uberlagerung. Natiirlich gibt es stéindig eine Uberlagerung von Wellen
derart, dass immer in jedem Punkt des Wellenfeldes die Auslenkungen addiert werden. Allerdings ist nur in

wenigen Féllen eine stabile Situation zu beobachten, bei der man tatséchlich auch merkt, dass sich an einem
Ort Wellenberg und Wellental ausléschen oder zwei Wellenberge verstiarken. Meist ist die Situation so wie
im Bild oben mit den Wasserwellen, die sich ungestort durchdringen. Dabei addieren sich die Auslenkungen
an jedem Punkt des Wellenfeldes. Der Eindruck aber ist zeitlich nicht stabil. Ein Beispiel fiir eine stabile
Interferenzsituation ist die Farberscheinung, welche ein diinner Olfilm auf Wasser ergibt. Ebenso gibt es eine
stabile Interferenzerscheinung, wenn Licht auf die diinne Haut einer Seifenblase féllt. In beiden Fallen wird
entsprechend der Dicke der diinnen Schicht eine bestimmte Wellenldnge des Lichts ausgeléscht. Die tibrigen
Wellenléingen vereinigen sich zu einer Mischfarbe. Wegen der leicht unterschiedlichen Dicke der
Interferenzschicht ergibt sich so ein schillernder Farbfilm.

Olfilm Seifenblase

Weitere Beispiele von Interferenz von Wellen sind Hologramme oder das Seitensichtsonar, welches mittels
Interferenz reflektierter Schallwellen zur Aufzeichnung der Bodenstruktur eingesetzt wird.

7.8.2 Beugung von Wellen

An Hindernissen, Kanten oder schmalen Durchgéingen werden Wellen gebeugt. Die Beugungsmuster kommen
dabei durch die Interferenz der am Beugungsobjekt jeweils ausgehenden Elementarwellen zustande. Ein
Beispiel ist in der Abbildung dargestellt. Das Licht von der Mondsichel wird an einem Tiillvorgang gebeugt,
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sodass in der Vertikalen sowie in der Horizontalen neben dem Hauptbild weitere Beugungsbilder hoherer
Ordnung entstehen.

7.8.3 Doppler-Effekt

Der Doppler-Effekt wird beobachtet, wenn sich Wellenquelle bzw. Beobachter oder beide bewegen. Er ist
darauf zuriickzufiihren, dass sich fir den bewegten Beobachter die scheinbare Wellenldnge gegentiber der
Wellenlange der Wellenquelle in Ruhe verindert. Ebenso verdndert sich die Wellenlinge fir den
Beobachter, wenn sich die Wellenquelle bewegt.

Der folgende Link bietet eine Horerfahrung zum Doppler-Effekt:
http://www.planet-schule.de/sf/php/mmewin.php?id=101

7.9 Stehende Wellen

7.9.1 Entstehung

Laufen zwei Wellen mit derselben Wellenldnge und derselben Amplitude gegeneinander und tiberlagern sich,
entsteht eine stehende Welle.

= o R —— - -—

Durch die Uberlagerung ergibt sich an gewissen Stellen ein volles Ausschwingen, wihrend an anderen Stellen
sogenannte Knoten entstehen. Das Wellenbild zeigt nicht mehr eine Ausbreitung der Wellenberge und
Wellentiler in eine Richtung. Vielmehr zeigt sich, dass die Massenpunkte an einer bestimmten Position
immer eine Schwingung mit gleichbleibender Amplitude vollfihren. Die Amplitude dieser Schwingungen
steigt von den Knoten weg an bis zum sogenannten Wellenbauch. Dort schwingen die Massenpunkte mit
maximaler Amplitude.
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In der letzen Abbildung lduft die rote Welle von links nach rechts, die blaue in die Gegenrichtung. Die
schwarzen Punkte geben die Summe der Auslenkungen an. Das blaue Bild zeigt die stehende Welle so, wie
sie auf den Beobachter wirkt.

Die folgenden Internetlinks fithren zu dynamischen Darstellungen der stehenden Welle:
http://www.zum.de/ma/fendt/ph14d/stwellerefl.htm
http://www.zum.de/ma/fendt/ph14d/stlwellen.htm

http://www.schulphysik.de/physik /mech/swell/

7.9.2 Wellengleichung der stehenden Welle

Mit der Wellengleichung kann man ebenfalls die stehende Welle erzeugen. Die hinlaufende Welle sei gegeben
durch:

y1 = gsin (3 + 2¥)

Bei der gegenlidufigen Welle muss das Vorzeichen der Positionsbezeichnung gekehrt werden. Es gilt deshalb:

= gsin (3t - 25)

Werden nun die beiden Wellen {iberlagert, erhélt man:

Yy=1vy1 +y2 = ysin (% + Q”T‘T) + ¢ sin (% — Q’TT””) =q-2-sin (%) - cos (2’%) = [27) - cos (%TI)} - sin (wt)
Die Sinusfunktion sin(wt) ist die Funktion fiir eine harmonische Schwingung. Das x, das im Argument der
Cosinus-Funktion vorkommt, bestimmt die Grosse der Amplitude der Sinusschwingung an dieser Stelle. Ist z.B.
x = \, wird der Cosinuswert gleich 1, und an dieser Position wird die Amplitude maximal, namlich 2. Fiir 2 =

2 wird der Cosinuswert gleich null, und wir finden dort einen Knoten. An dieser Stelle bleibt der Wellentrager in
Ruhe.

7.9.3 Eigenschwingungen

Eine spezielle Situation ergibt sich, wenn eine stehende Welle auf einem réumlich beschriankten Trager ent-
steht. Man nennt solche stehende Wellen Figenschwingungen. Die folgende Abbildung zeigt Eigenschwingun-
gen, wie sie z.B. auf einem an beiden Seiten fest eingespanntem Triger (z.B. Federseil) entstehen kénnen.
Die Grundschwingung (0-te Ordnung) hat einen Wellenbauch zwischen den beiden Knoten an den Enden
des Tragers. Die 1. Oberschwingung hat 3 Knoten und 2 Wellenbéduche, die 2. Oberschwingung hat 4
Knoten und 3 Wellenbauche usw. Man kann leicht nachweisen, dass die 1. Oberschwingung die doppelte
Frequenz der Grundschwingung hat. Die 3. Oberschwingung hat die dreifache Frequenz der
Grundschwingung. Ganz allgemein hat bei zwei festen Enden die n-te Oberschwingung die n-fach Frequenz
der Grundschwingung. Es gibt auch die Situation, dass das Ende des Wellentragers nicht fest ist. Dann bildet
sich am Ende nicht ein Knoten sondern ein Wellenbauch aus. Die Zusammenhénge zwischen den Frequenzen
von Grundschwingung
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und Oberschwingungen sind dhnlich und kénnen in Physikbiichern nachgelesen werden. Schwingende Systeme
mit offenen Enden sind z.B. Blechblasinstrumente (Trompete, Horn, Posaune, ...) oder Orgelpfeifen.

7.9.4 Chladnische Staubfiguren

Eigenschwingungen koénnen sich auch auf flichigen Triagern entwickeln. Wird z.B. eine quadratische
Glasplatte, auf der Quarzsand verstreut ist, mit einen Bogen angestrichen und zum Schwingen gebracht, kann
man Linien erkennen, auf denen die Sandkorner ruhig liegen bleiben. Das sind dann Knotenlinien. Dazwischen
beobachtet man Sandkoérner in heftiger Bewegung. Hier befinden sich die Schwingungsbduche. Je nachdem wie
die Glasplatte angestrichen wird, gibt es einen hoheren oder tieferen Ton und dementsprechend liegende
Knotenlinien. Bei anderen Formen der Platten werden andere Muster erzeugt.

aus www.windmusik.com
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8 Akustik

Akustik ist die Lehre vom Schall und seiner Ausbreitung. In diesem Kapitel sollen u. a. Begriffe wie Schall-
leistung, Schallintensitét, Schallpegel und Lautstéirke erklart werden.

8.1 Schallerzeugung und Ausbreitung

Schallwellen werden meist durch mechanische Schwinger wie z.B. Membranen oder Saiten (Stimmbander)
erzeugt. Liegt die Frequenz der Schwingung zwischen 16 Hz und 20 kHz, so ist der Schall hérbar.
Schwingungen unter 16 Hz bezeichnet man als Infraschall, solche mit einer Frequenz tber 20 kHz als
Ultraschall. Der hier angegebene Horbereich gilt eigentlich nur fiir das gesunde, junge Ohr. Mit dem Alter,
aber auch durch Uberbelastung des Gehors durch heftige und andauernde Schallereignisse wird der
Frequenzbereich eingeschrankt.

Lautsprechermembran

Weicheisenscheibe S N

[eeeee
Weicheisenkern \

SN\

Spule
(Schwingspule)

Dauermagnet

Lautsprechermembran Geige Trompete

Schallerzeugende Systeme werden nach ihrer Schallleistung beurteilt. Die Schalleistung bezeichnet die pro
Zeiteinheit von der Schallquelle abgegebene Energie. Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber typische
Schallleistungswerte von bekannten Schallerzeugern.

Schalleistung

Kompressor-Kiihlschrank 1077 W

Mensch (Unterhaltung) 1075 W

Mensch (Maximum) 1073 W
Trompete 107w
Presslufthammer 10°W=1W
Lautsprecher (volle Leistung) 10'W=10W
Orgel 102 W = 100 W
Sirene 103 W = 1 kW
Diisenflugzeug 10* W = 10 kW

Schallwellen sind Longitudinalwellen. Deshalb kénnen sie sich auch in Gasen, d.h. auch in Luft ausbreiten.
Die Schallgeschwindigkeit in Luft ist 3447 bei 20° C Lufttemperatur. Sie &ndert sich mit der Temperatur
des Mediums. In Fliissigkeiten und in Festkorpern ist die Schallgeschwindigkeit deutlich grosser als in Luft.
Entsprechende Werte kénnen den einschléigigen Tabellenwerken entnommen werden.

Schallwellen unterliegen auch der Reflexion, der Brechung und der Beugung. Schall wird auch absorbiert oder
gestreut. Deshalb kann man nicht davon ausgehen, dass fiir die Schallempfindung nur der Abstand von der
Schallquelle massgebend ist. In einem homogenen Umfeld um die Schallquelle nimmt der Schalldruck indirekt
proportional zum Abstand ab, wiahrend sich die Intensitdt mit dem Quadrat des Abstands vermindert.
P~y I~
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8.2 Das Ohr

Schallwellen konnen von verschiedenen Medien aufgefangen werden. Dabei wird immer ein schwin-
gungsfidhiges System zum Mitschwingen veranlasst. Technische Schallempfinger sind Mikrophone
verschiedener Bauart. Der Mensch hat Ohren zum Hoéren.

Ausseres Ohr |Mittel-| Innenohr
% ohr

In der Schnecke befinden sich Haarzellen, welche bei einer Schallerregung in Bewegung geraten und damit
eine Reaktion im Hornerv auslosen. Zum Horen ist ein minimaler Schalldruck erforderlich. Er liegt bei etwa
20 pPa (Mikropascal). Das entspricht einem Schallpegel (genauer Schalldruckpegel) von 0 dB (Dezibel). Die
Schmerzgrenze fiir das menschliche Ohr liegt bei ca. 130 dB.

8.3 Schallintensitidt und Schallpegel

Die Schallintensitét I bezeichnet jene Schallleistung, die pro Fldcheneinheit durch die beschallte Fliche geht.
Thre Masseinheit ist W/m?2. Mit der Schallintensitiit kann man den Energiefluss in Schallfeldern beschreiben.

Unter dem Schallpegel kann man den Schalldruckpegel Ly, den Schallleistungspegel Ly, oder den Schallin-
tensitditspegel Ly verstehen. Wir verwenden hier den Schallpegel im Sinn des Schallintensitétspegels L.

Der Schallpegel L ist der Zehnerlogarithmus aus dem Quotienten der Schallintensitét I und einer Bezugs-
intensitdt Iy. Als Bezugsintensitiat wird der Wert Iy = 10*12% genommen. Dann gilt:

Lr=lg (%) B=10-lIg (%) dB (B =Bel, dB = Dezibel)

Der Logarithmus ist bekanntlich die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion. Deshalb gelten fiir Logarith-
men Rechenregeln, welche das Rechnen mit Pegeln einfach machen. Wird z.B. die Schallintensitit verdoppelt,
muss man beim Pegel nicht eine Multiplikation, sondern nur eine Addition vornehmen. Wie das genau
geht, zeigt folgende Rechnung:

Gegeben ist die Intensitét I;. Sie soll verzehnfacht werden, d.h. die Intensitéit I, = 10 - I;.

Zur Intensitat I; gehort der Schallpegel Ly; = 10 - 1g (%)
Und: Lp =10-1g () =10-1g (192,

Nach dem 1. Logarithmensatz gilt: log (u - v) = log u + log v

Somit kann man schreiben:

Lp=10-1g (90)=10- (g10+1g (%)) =10-1g10+10-1g (4) = 10-1g10 + Ly = Ly, +10dB
FEine Verzehnfachung der Schallintensitét fithrt dazu, dass der Schallpegel um 10 dB steigt.

Wir wollen nun die Anderung des Schallpegels bestimmen, wenn die Schallintensitit den k—fachen Wert der
Anfangsintensitéit annimmt, d.h. die Intensitit I, =k - I;.
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Zur Intensitdt I; gehort der Schallpegel Ly = 10 - 1g

I

Iy )

Lip=10-1g (%): 10 - 1g (’%): 10- (lgk—Hg (%)): 10 -1gk +10 - 1g (%): 10-1gk + Ly
Eine Vervielfachung der Schallintensitédt mit dem Faktor k fiihrt dazu, dass der Schallpegel um 10 - lgk dB

steigt.

Die folgende Tabelle gibt einen Zusammenhang zwischen Schallpegel und Schallintensitidten bei alltéiglichen

Schallereignissen an:

Schall-Intensitidt < Schall-Pegel

Schallquelle Abstand Pegel L Intensitat 1 Empfindung
(m) (dB) (W/m?)

Propellerflugzeug 5 130 10* unertraglich
Presslufthammer 1 120 10 =1 unertriglich
Kesselschmiede - 110 1071 unertraglich
Autohupe 5 100 102 sehr laut
Lastwagen 5 90 103 sehr laut
Laute Radiomusik - 80 1074 sehr laut
Unterhaltungssprache 1 70 105 laut
Personenauto 10 60 1076 laut
Ruhiger Bach/Fluss - 50 1077 leise
Wohnquartier ohne Verkehr - 40 10~8 leise
Ruhiger Garten - 30 1079 sehr leise
Ticken Taschenuhr - 20 10~10 sehr leise
nicht mehr erkennbar - 10 10~ unhdrbar
absolute Stille - 0 1012 unhdrbar

8.4 Lautstiarke

Die Lautstirke bezieht die Wahrnehmung des Menschen vom Schall ein und wird in Phon gemessen. Der
Mensch empfindet namlich Schallereignisse unterschiedlicher Frequenzen nicht gleich stark. In der sogenann-
ten Phonkurve ist der Zusammenhang zwischen dem Schalldruckpegel L, und der Frequenz dargestellt. Die
eingezeichneten Phonkurven geben an, welche Schallereignisse als gleich laut empfunden werden. Bei der
Frequenz von 1 kHz entspricht der Wert fiir den Schalldruckpegel dem Phonwert.

\\ N //

m 80( \\'\_ 80 phon /.\ ]
Y S sl i O i
AN . ;.
2 N\ |
§ 40 - 40 phan ﬁ
o N py ——— ——— V
5 N el /
-;E; 20 \\:'\_ 20 hc:\-/ Lu/
0 P

0 ‘\..--___@_gﬁn

0,02 0,05 0,1

0,2

05 1 2
Frequenz / kHz

5 10 20
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8.5 Aufgaben

1. An Arbeitsplitzen mit hoher Lirmbelastung werden manchmal Kopfhorer mit aktivem Ldrmschutz
verwendet. Studieren Sie die Zeichnung und erklédren Sie die Funktionsweise des aktiven Ldrmschutzes

elektron
Schaltireis _

L&rm ==
ld\n ;

| ¥ Larm p
— L
- *9"& 7 \,_/\\, \
reduzierter
Mi krophon Lérmpagel

2. In einem Wohnhaus sind Abbrucharbeiten vorzunehmen. Fiir den vor dem Haus stehenden Kompressor
weist der Hersteller einen Schallleistungspegel von 88 dB aus. Der Kompressor steht 15 m vom Haus
entfernt.

Berechnen Sie die Schallintensitét direkt beim Kompressor!

3. Der unten angefiithrte Auszug aus der Schall- und Laserverordnung gibt einen Grenzwert fiir den Mit-
telungspegel von 93 dB an. Gleichzeitig wird auch eine Ausnahme definiert, welche mit dem Grenzwert
von 100 dB fixiert ist. Um welchen Faktor ist bei 100 dB die Schallintensitét grosser als bei 93 dB?

2. Abschniit: Schalleinwirkungen

Art. 4 Schallpegel
Als Schallpegel gilt der iiber 60 Mimuten gemittelfe Pegel Laq in dB(A).

Art. 5 Begrenzung der Emissionen

1 Wer Veranstaltungen durchfithrt, muss die Schallemissionen so weit begrenzen,
dass die von der Veranstaltung erzeugten Immissionen den Schallpegel wvon
93 dB(A) wihrend der gesamten Veranstaltungsdaver micht iibersteigen.

2 Veranstalhmgen mit hiheren Immissionen sind zulissig, wenn die Anforderungen
nach Artikel 6 oder 7 erfiillt sind.

3 Bei Veranstaltungen, welche ausschliesslich fir Kinder oder Jugendliche unter
16 Jahren bestinumt sind, sind keine héheren Immissionen als 93 dB(A) zuldssig.

4. Ein Motorrad erzeuge einen Schallpegel von 80 dB.
(a) Welchen Schallpegel erzeugen zwei Motorrader?
(b) Wie viele Motorrdder erzeugen einen Schallpegel, der als doppelt so laut (d.h. ca. 90 dB) empfunden
wird?

5. Welche Intensitéit I und damit welcher Pegel L herrschen in einem (theoretisch) absolut ruhigen Raum
(d.h. bei keiner noch so geringen Bewegung der Luft)?

6. Um welchen Faktor mufl der Schallpegel L bei der Frequenz 31,5 Hz grofler sein als bei 1 kHz, damit
man den Ton gerade noch hort? Nehmen Sie eine Lautstirke von 3 phon an.

7. Bei welchen Anwendungen ist es besser, den Schallpegel (in dB) anzugeben? Bei welchen gibt man besser
die Lautstirke (in Phon) an?
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8. Aus der NZZ vom 26. Mai 2011

Glocken storen stdrker als bisher angenommen
Akustisch-schlafphysiologische Studie bei Anrainern von Kirchen mit nichtlichem Geldut im Kanton Ziirich

Die Forscher massen die Larmpegel in den Schlafzimmern und vor den Fenstern und zeichneten samtliche
nachtlichen Gerausche in CD-Qualitat auf.

Und anhand von Simulationsrechnungen lasse sich sagen, dass die Anzahl der ndchtlichen Aufwach-Reaktionen
durch nachtliche Glockenschldge um bis zu 90 Prozent reduziert werden kdnnte, so Brink, namlich wenn
in den Kernstunden der Nacht auf den Stundenschlag verzichtet oder dessen Schallpegel um 5 Dezibel
reduziert wiirde.

Um wieviel wiirde die Schallintensitéit bei dieser Schallpegelverminderung reduziert?

9. Bei einer Gemeindeversammlung wird iiber die neue Zufahrtsstrasse in die Industriezone informiert.
Der Bauchef legt dabei auch die larmtechnischen Bewertungen vor. Die Zufahrtsstrasse befindet sich in
der Empfindlichkeitsstufe IIT geméss LSV (siehe Kasten) und ist heute am Tag einer durchschittlichen
Léarmbelastung von 63 dB ausgesetzt. Mit der neuen Zufahrtsstrasse ist eine Erhohung der Lérmbe-
lastung um 3 dB zu erwarten. Deshalb wird auch eine Umteilung der Grundstiicke entlang der neuen
Strasse in die Empfindlichkeitsstufe IV in Erwigung gezogen. Die Anwohner mdochten sich gegen die
zusitzliche Larmbelastung zur Wehr setzen. Der Bauchef argumentiert aber, dass die zu erwartende
Erhohung um 3 dB weniger als 5% des heutigen Werts ausmacht und damit praktisch nicht spiirbar
ist.

An der Gemeindeversammlung kénnen die Differenzen zwischen Bauchef und Anwohnern nicht be-
reinigt werden. Die Anwohner werden auf den schriftlichen Weg verwiesen und méchten nun eine
Beschwerde bei der kantonalen Aufsichtskommission einreichen. Sie sind bausachverstandige Experten-
person und werden von den Anwohnern zu Rate gezogen, um schliissige Argumente gegen das Ansinnen
der Gemeinde zusammenzutragen. Insbesondere weist ein Anwohner darauf hin, dass die Erhohung
des Liarms um weniger als 5% eine reine Augenwischerei sei. In Wirklichkeit wird der Liarm damit
verdoppelt.

Gehen Sie dieser Behauptung des Anwohners nach und verifizieren oder falsifizieren Sie diese Behaup-
tung mit einer geeigneten Rechnung und mit schliissigen Argumenten.

Belastungsgrenzwerte fiir Strassenverkehrslirm

1 Geltungsbereich

Die Belastungsgrenzwerte nach Ziffer 2 gelten fiir Strassenverkehrslirm. Dazu
gehort der Larm, den Motorfahrzeuge (Motorfahrzeugldrm) und Bahnen (Bahnlédrm)
auf Strassen erzeugen.

2 Belastungsgrenzwerte
Empfindlichkeitsstufe PL i t I 1 Alarmwert
(Art. 43) grenzwert

Lrin dB(A) Lrin dB(A) Lrin dB(A)

Tag Nacht Tag Nacht Tag Nacht

I 50 40 55 45 65 60
I 55 45 60 50 70 65
I 60 50 65 55 70 65
v 65 55 70 60 75 70
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Losungen

1.

- W

Im Kopfhorer wird mit einem Mikrophon der eindringende Schall aufgenommen. Dann wird die
Phase der Schallwellen umgekehrt, und die so verdnderten Schallwellen werden gegen das Ohr hin
ausgestrahlt. Zusammen mit den Orignalwellen gibt es dann eine destruktive Interferenz, also eine
Ausloschung des Schalls.

I=6-10"*Y

k=5

a) 83 dB, b) 10

I=0 W/m? L nicht definiert
ca. Faktor 50

Wenn es um die Schallempfindung des menschlichen Ohres geht, gibt man besser die Lautstéirke in
Phon an. Fiir rein technische Anwendungen ist der Schallpegel in dB die geeignete Losung.

Die Intensitéit I wiirde um den Faktor 3.2 reduziert.

Eine Erhohung des Schallpegels L um 3 dB bedeutet eine Verdoppelung der Intensitét I. Die Intensitét
steigt somit nicht um 5% sondern um 100%, was eine beachtliche Erhohung der Schallimissionen im
Wohngebiet zur Folge hat.
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