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1 Anwendungen der Trigonometrie

Lernziele:

e Berechnungen im rechtwinkligen Dreieck auf konkrete Situationen im Bauwesen anwenden kénnen

1.1 Grundlagen der Trigonometrie

Die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus werden als y- bzw. xz-Koordinate eines Einheitsorts-
vektors in einem 2-dimensionalen Koordinatensystem definiert. Die Abbildung zeigt einen Ortsvektor 7 zu
einem Punkt P mit den Koordinaten z und y und dem Winkel ¢ zur positiven z-Achse: P(z/y). Die Koor-
dinaten des Einheitsvektors % sind als

cosp = T und

sinp = £ festgelegt.

N

Abbildung 1: Definition von Sinus und Cosinus

Somit sind Sinus von ¢ und Cosinus von ¢ Funktionen des Winkels ¢ im Finheitskreis. Die folgende Abbildung
zeigt die Werte der Sinus- und der Cosinusfunktion fiir Winkel in den vier Quadranten.
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Abbildung 2: Sinus und Cosinus im Einheitskreis
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Der Tangens und der Cotangens sind nun so definiert:

__ sing
tanp = == o
cot p = 52

sin ¢
Im Einheitskreis werden ihre Werte nur im I. Quadranten dargestellt.

1.2 Trigonometrische Funktionen und rechtwinkliges Dreieck

Eine spezielle Anwendung finden die trigonometrischen Funktionen fiir Berechnungen im rechtwinkligen
Dreieck. Diese Berechnungen sind insofern bedeutsam, als in der Praxis sehr haufig Probleme mit rechtwink-
ligen Dreiecken auftreten. Im rechtwinkligen Dreieck treten nur spitze Winkel und eben der rechte Winkel auf.
Deshalb kénnen wir uns auf die Definitionen der trigonometrischen Funktionen im I. Quadranten des
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Abbildung 3: Tangens und Cotangens im Einheitskreis

Koordinatensystems beschrianken. Der rechte Winkel wird von den Katheten eingeschlossen. Thm
gegeniiber liegt die Hypotenuse. Es gilt dann geméss der folgenden Abbildung:

Gegenkathete GK

SN = e fomse = H
cosa = paathee — 4K

tan o = CgEGUERee O
cota = ghaartee. = A%

1
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Abbildung 4: Die trigonometrischen Funktionen und das rechtwinklige Dreieck

1.3 Verschiedene Winkelmasse
Im Geometrieunterricht der Grundschule wird tiblicherweise das Gradmass des Winkels verwendet (= "de-

gree’). Dabei wird der Vollwinkel in 360° eingeteilt. Der rechte Winkel misst dann 90°.

FEin anderes Winkelmass ist das Bogenmass. Es misst die Lénge des zum Winkel gehérenden Bogens im

Einheitskreis.

Nach der Formel fiir den Kreisbogen b = 2‘;68;“ erhélt man mit » = 1 und a = 180° den Wert % =.

Die Masseinheit ist rad. Sie wird aber meistens nicht aufgeschrieben.

Fiir die Umrechnung zwischen dem Grad- und dem Bogenmass eignet sich folgende Proportion:

(Winkel in Grad) : 180 = (Winkel in rad) : 7

Bekannten Winkel einsetzen und den anderen ausrechnen. Haufig wird der im Bogenmass angegebene Winkel-
wert als Vielfaches von 7 dargestellt, so z.B. bei 90° = 5 rad oder 120° = %ﬂrad. Bei "unschénen’ Vielfachen

wird einfach der Dezimalwert angegeben, z.B. 226° = 3.94444410950718 rad
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Abbildung 5: Das Bogenmass des Winkels

1.4 Berechnungen mit Taschenrechner und Computer

Die Berechnung der Werte der Grundfunktionen bietet im Allgemeinen keine Schwierigkeiten. Beachten
Sie beim Taschenrechner die Einstellung des Gradmasses (Altgrad, Bogenmass oder Neugrad).
Computerprogramme rechnen in der Regel im Bogenmass. Also miissen Winkel in anderen Massen ins
Bogenmass umgewandelt werden (siehe oben).

Ist aber der Funktionswert gegeben und wird der Winkel gesucht, ist die Lage schwieriger. Taschenrechner
und Computer liefern zu einem Wert nicht alle moglichen Winkel, sondern nur den sogenannten Hauptwert.
Beim Sinus und beim Tangens sind dies die Werte zwischen —90° und 90° und beim Cosinus sind es die
Werte zwischen 0° und 180°. Die Umkehrung der Cotangensfunktion kann man mit Taschenrechner und

Computer nicht direkt ermitteln. Man muss tiber die Beziehung zum Tangens gehen. Es gilt ja cot ¢ = tal}l 5

In den folgenden Beispielen werden alle Losungen im Intervall [0; 27] gesucht.

sine = —0,2 oI, IV (zuerst sollen die moglichen Quadranten bestimmt werden.)
TR: 23 = —11.54°  oder —11.54° 4 360° = 348.46°
T — 180° — T = 191.54°
cosx =0,3 L IV
TR: x1 = 72.54°
T9 = 360° — 21 = 360° — 72.54° = 287.46°
tanxr = —5 11, IV
TR: z1 = —78.69° oder —78.69° + 360° = 281.31°
To = x1 + 180° = —78.69° 4 180° = 101.31°
cotx =3 I, ITI

Da die Cotangensfunktion nicht am Taschenrechner oder im Computerprogramm verfiigbar ist, muss man
den Cotangenswert zunéchst in einen Tangenswert verwandeln:

cotx = ¢ L —3
lanm
tanx——g

TR: xp = 18.43°
ro = 21 + 180° = 18.43° 4 180° = 198.43°
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1.5 Aufgaben

1) Rechnen Sie den angegebenen Winkel vom Gradmass ins Bogenmass bzw. umgekehrt um:
a) 18° b) 2 rad c) 2w rad d) 330° e) 145° f) 3.1415 rad g) 37 rad h) 182°

2) Zeichnen Sie fiir jeden angegebenen Winkel in einer Skizze des Einheitskreises den Sinus- und den
Cosinuswert ein.

a) 250° b) 1.7 rad c) 27 rad d) 130° e) 60° f) 0.3 rad g) £m rad h) 330°

3) Berechnen Sie mit dem Taschenrechner bzw. mit Excel die angegebenen Funktionswerte:

a) sin123°  b) cos235° ¢) tan75° d) cot340° ) sin0.72 rad f) cos2rrad  g) tan 2.5 rad

h) cot 5.2 rad

4) Im rechtwinkligen Dreieck in der Abbildung unten sind jeweils 2 Grossen gegeben. Berechnen Sie die
restlichen Seiten und Winkel.

A c B

Abbildung 6: Rechtwinkliges Dreieck

a)a=>5cm, b=3cm b) ¢ =12.7m,a = 30° c)b=12cm, g =T78° d)b=5cm, c=12 cm

5) Die Abbildung 7 gibt die maximal zuldssigen Neigungswinkel fiir Treppen an. Ebenfalls sind zuldssige
Masse fur Auftritt und Steigung aufgefithrt. Mit einer geraden Treppe soll in einem Wohnhaus ein Hohen-
unterschied von 3 m iiberwunden werden. Richten Sie eine geeignete Treppe ein, welche die Normen erfiillt
und mit einer Minimalzahl von Stufen auskommt. Welche horizontale Lange nimmt die Treppe ein? Geben
Sie das Steigungsverhéltnis Threr Treppe auch in Prozent (%) an.

Je flacher der Winkel, de- Auftritt und Steigung Buf der Lauflinie solitzn dar
sto bequemer urd sichener Auftritt a) 25-29 cm und
ist eine Treppe. Komforta- die teigung s) 17-19 cm
ble Meigunswinkel sind befragen. Stufen won ge-

solche um 307, Gut be-
gehbare Treppen inWohn-
hausem sollten einen klei-
neren Meigungswinkel als

wendelten Treppen aussar-
a = Auftritt halk won Wohnungen =all-
ten an der schmalsten Stele

417 aufwwsiszn. Beisteilen, giren Aufiritt von mind.
langen Treppen sind Zwi- 12 cm, won Haupttreppen
?;: Ihrnlzli'i-tr';rape-‘ schenpodestzempfehlens- mind. 15 cm aufweisan, um
45° keller urd Badertreppen wert. die fE'LErF':'IlZE”l':hEﬂ -
41" Wohnungs- und Wohrhaus- = = Steigung forderurgen zu erfolen.
trenpen
307 Offentliche Treppenanlagen X

20" Fredtrepmen
5" Rampen

Abbildung 7: Maximaler Neigungswinkel, Masse fiir Auftritt und Steigung
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6) Eine gerade Treppe, welche einen Hshenunterschied von 5 m iiberwindet, besteht aus Stufen mit einem
Auftritt von 27 cm und einer Steigung von 18.5 cm. Darf diese Treppe in einer 6ffentlichen Anlage eingebaut
werden?

7) Die Abbildung 8 gibt fiir verschiedene Steigungsverhiltnisse bei Treppen die zugehorigen Winkel an.
Uberpriifen Sie durch Rechnung diese Winkelwerte.

Die Abmetsungen und Ab-  Steigungsverhéltnis

stinde der Tritt- und Setz- 2 Steiguingen + T Aufintt =
stufen sind abhdngig ven S2-54 cm
der Schrttlinge des Men-
schen. Der Schritt won Er-
wachsenen misst meischen
58 und 65 om. Die so ge-
nannte Spazierschrittlange
betrigt im Durchschnitt ca.
63 crm. Daraus ward das Sbet-
gungsverhiline berechnet.
Bei Mehrfamilienhdusern st
das  Steigungsverhaltris
17.5/28 em erwinschy.

1029 =29
17.5028 =32°
19425 =37
2023 =412

Abbildung 8: Steigungsverhéltnis bei Treppen

1.6 Losungen
1) a)0.314rad b)114.6° c¢)120° d)5.76 rad e) 2.53 rad f) 180° g) 225° h) 3.18 rad
2) a)IIL.Quadr. b)97.4° I1.Q c¢)225°, I11.Q d)I1.Q e)1.Q f)17.2°,1.Q g)210°, II1.Q h)IV.Q.
3) a)0.839 b)-0.573 ¢)3.73 d)-2.75 e) 0.659 f)-0.5 g)-0.747 h)-0.53
4) a)c=5.83cm, a =59°, §=31°
b) a = 6.35m, b= 11.0m, 3 = 60°
¢) a = 2.55cm, ¢ = 12.3cm, o = 12°
a

d) a = 10.9cm, o = 65.4°, § = 24.6°

5) Eine mégliche Losung ist: 16 Stufen, Steigungswinkel 37°, Auftritt a = 25 cm, horizontale Lange £ = 400
cm, Steigung 75%.

6) Der Winkel ist o = 34.4° und damit grésser als 30°. Deshalb ist diese Treppe fiir eine éffentliche Anlage
nicht zugelassen.

7) Der erste Winkel sollte 30° sein (auf ganze ° gerundet). Die anderen Winkel sind korrekt.
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2 Einfithrung in die Statik

Lernziele:
e Einfache Probleme zum Krifte- und Drehmomentgleichgewicht 16sen konnen.

e Beurteilen konnen, ob eine mechanische Situation statisch stabil ist.

2.1 Krifte
2.1.1 Wirkungen einer Kraft

Wir Menschen haben in der Regel einen intuitiven Zugang zur 'Kraft’. So vergleichen wir oft die Muskel-
kraft verschiedener Personen miteinander. Die 'Gewichtskraft’ ist uns aus dem Alltag vertraut, insbesondere
wenn wir ihre Wirkungen in verschiedenen Situationen zu spiiren bekommen. Kréfte erkennen wir an ihren
Wirkungen.

Diese Wirkungen sind Beschleunigung oder Verformung. Sie hiingen von der Grosse der Kraft (Betrag), der
Richtung und dem Angriffspunkt der Kraft ab.

2.1.2 Die Natur der Kraft

Die Physik kann sich nicht einfach auf einen intuitiven Zugang verlassen und fragt naturgeméss nach der
Natur der Kraft. Die Gewichtskraft tritt z.B. im Zusammenhang mit der Gravitation auf. Das bedeutet,
dass die Natur der Gravitation zwischen Korpern, die Masse besitzen, eine Kraftwirkung auslost, die wie
oben beschrieben eine Beschleunigung oder Verformung zur Folge hat. Muskelkraft wird durch einen
elektromagnetischen Prozess ausgelost. Die Krifte im Beziehungsfeld von Atomen und Elementarteilchen
sind unter anderem der starken bzw. schwachen Wechselwirkung zuzuschreiben. Damit haben wir die vier
grundlegenden Wechselwirkungen in der Natur bereits aufgefiihrt. Es sind dies also:

o Starke Wechselwirkung (z.B. Krifte zwischen Atomkernbestandteilen)

e Schwache Wechselwirkung (z.B. Krifte im Umfeld von Elementarteilchen)

e Elektromagnetische Wechselwirkung (z.B. Muskelkraft, Krifte beim Elektromotor bzw. im Automotor)
o Gravitationswechselwirkung (z.B. Gewichtskraft)

Dass wir als Wirkung einer Kraft Beschleunigung oder Verformung angegeben haben, ist noch etwas un-
befriedigend. Wovon hingt es ab, ob die eine oder die andere Wirkung eintritt? Natiirlich konnen wir die
dusseren Umstiande anfithren, unter denen eine Wechselwirkung zwischen Korpern gegeben ist. So wird ein
Korper, der freigelassen wird, durch die Gravitationskraft fallen. Liegt er jedoch auf einer festen Unterlage,
so wird er diese Unterlage etwas verformen und wird selbst dadurch ebenso etwas verformt.
Als Physiker suchen wir aber nach einer einheitlichen Erkldrung. Und die finden wir auch, wenn wir die
Beziehung zwischen Kraft und Impuls suchen. Der Impuls p eines Korpers mit der Masse m und der Ge-
schwindigkeit v ist eine mengenartige Grosse, welche den Bewegungszustand eines Korpers beschreibt und mit
p =m - v berechnet wird. Durch eine Kraft auf einen Kérper wird primar sein Bewegungszustand, also sein
Impuls gedndert. Bei gleichbleibender Masse bedeutet dies eine Geschwindigkeitsanderung, also eine Be-
schleunigung des Korpers. Die Kraft, die wir mit F'bezeichnen, bewirkt diese Beschleunigung des Korpers.
Somit konnen wir definieren, dass die Kraft gleich gross ist wie die Stromstérke des Impulses, der zu- bzw.
abfliesst. Die Kraft ist somit gleichwertig wie die entsprechende Impulsstromstdirke I,. Formal kann man
schreiben:

F=1,=p

p bedeutet dabei die Impulséinderungsrate. Sie ist z.B. bei gleichbleibender Masse gleich m - ¥, wobei v die
Geschwindigkeitsdnderungsrate, also die Beschleunigung a ist. Wenn nicht nur eine Kraft sondern mehrere
Kriifte gleichzeitig auf den Korper (der hier punktformig gedacht wird) wirken, ist in der Formel oben fiir F
die Summe aller angreifenden Krifte einzusetzen.
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Eine Verformung nehmen wir als Kraftwirkung dann wahr, wenn z.B. einerseits eine durch die grundlegenden
Wechselwirkungen verursachte Kraft auf den Korper wirkt, dieser aber andererseits in Kontakt mit einem
weiteren Korper steht. Ein klassischer Fall dieser Art ist bei einem Korper gegeben, der im Gravitationsfeld
auf einer Unterlage liegt. Die Gravitationskraft F; bedeutet z.B. einen zufliessenden (abhingig von der Wahl
des Koordinatensystems) Impulsstrom, wihrend die Druckkraft, mit der die Unterlage auf den Korper wirkt,
einen gleich grossen, aber abfliessenden Impulsstrom erzeugt. Somit fliesst jederzeit soviel Impuls aus dem
Korper weg wie gleichzeitig zufliesst. Die Impulsmenge im Korper bleibt dann gleich, seine Geschwindigkeit
bleibt konstant. Wenn er in Ruhe war, bleibt er in Ruhe.

2.1.3 Darstellung einer Kraft im Koordinatensystem
In der Praxis ist es vorteilhaft, Krifte in einem Koordinatensystem darzustellen. Das Kordinatensystem kann

in den meisten Fillen frei gewdhlt werden, es muss nicht immer horizontal oder vertikal ausgerichtet sein.

Abbildung 9: Darstellung einer Kraft im Koordinatensystem

Beispiel: Eine Kraft hat den Betrag von 100 N (Newton) und steht unter dem Winkel von ¢ = 30° zur
Horizontalen. Man kann ein Koordinatensystem mit einer horizontalen z-Achse und einer vertikalen y-Achse
einfithren. Die Kraft wird darin als Vektor dargestellt. Im Bild links wurde der Kraftvektor mit F dargestellt.
Die Zerlegung in Komponenten in Richtung der Koodinatenachsen liefert /' , und F' . Zwischen diesen Kom-

ponenten und dem Kraftvektor F~ kann man mit trigonometrischen Ansitzen folgende Beziehungen
herstellen:

_ B ino =
cosp = sinp = 5
F, =F-cosp F,=F-siny

Man kann deshalb den Kraftvektor F folgendermassen aufschreiben:

P F, \ ([ F-cosp
~\F, )  \ F-sinp

Die rechte Zeichnung eines Korpers auf der schiefen Ebene zeigt, dass ein Koordinatensystem nicht immer mit
horizontaler z- und vertikaler y-Achse gewidhlt werden muss. Auf der schiefen Ebene ist es einfacher, die -
Achse z.B. parallel zur Ebene und die y-Achse senkrecht dazu einzufithren. Die eingezeichnete Gewichtskraft

F_’G hat dort die Komponenten F_’Gx und F_'Gy mit den Werten Fig, = Fg - sin ¢ und Fgy = Fg - cos ¢. Somit
kann die Kraft F' ¢ folgendermassen als Vektor dargestellt werden:

F; o F’GJC _ FG . sin<p
¢ = Fay )\ Fg-cosep

2.1.4 Zusammensetzen und Zerlegen von Kriften

Greifen an einem Punkt mehrere Krifte an, konnen die Kraftvektoren addiert werden. Aus der Mathematik
wissen wir, dass die Addition von Vektoren durch das Aneinandersetzen dieser Vektoren geschieht.
Dabei entsteht, wenn man dieses Aneinandersetzen beidseitig macht, ein Krifteprallelogramm. Vektoren,
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die in einem Koordinatensystem mit ihren Komponenten angegeben sind, werden addiert, indem man die
jeweiligen Komponenten addiert.

Abbildung 10: Zusammensetzen von Kréften

B+ By — ( Fpi+ Fpo )

Fyl"‘Fy?

Aus dem Additionsgesetz folgt auch eine Regel fiir das Zerlegen einer Kraft in Komponenten. Die Kompo-
nenten sind so zu wahlen, dass ihre Summe wieder die urspriingliche Kraft ergibt.

Abbildung 11: Zerlegen einer Kraft in Komponenten

Eine Kraft wird meist dann in Komponenten zerlegt, wenn ein Koordinatensystem eingefithrt worden ist. In
der Regel werden die Komponenten parallel zu den Koordinatenachsen gesucht (vgl. schiefe Ebene). Fir die
Berechnung der Komponenten ist es empfehlenswert, auf Dreiecke, wenn moglich rechtwinklige Dreiecke,
zuriickzugreifen.

Beispiel: Zwei Kréfte mit den Betragen F; = 120 N und F; = 50 N greifen in einem Punkt an und
schliessen den Winkel von 73° miteinander ein. Gesucht ist Betrag und Richtung der resultierenden Kraft. Zur
Losung dieser Aufgabe fithrt man am besten ein Koordinatensystem ein, bei dem die z-Achse auf die erste
Kraft zu liegen kommt. Die Vektordarstellung dieser Kraft ist dann einfach, da die xz-Komponente gleich dem
Betrag der Kraft und die y-Komponente null ist. Die zweite Kraft kann in Komponenten parallel zu den
Koordinatenachsen zerlegt werden.

Nun setzen wir die Komponenten der beiden Kréifte an:

= [ Fa\ [ 120N
A= )= (708
B Fe2 \ _( 50-cosT3*Ny _ [ 1462N
2=\ Fu ) "\ 50-sin73°N ~ \ 4782 N
(120 + 14.62) N) B ( 134.62 N )

F"“:FlJFF?:( (0+47.82) N 47.82 N
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=W

Abbildung 12: Beispiel Zusammensetzen von Kréften

Der Betrag der resultierenden Kraft ist also Fr.s =/F2 + Fy2 =1/134.622 + 47.822 = 142.9

Die Richtung wird am einfachsten mit dem Tangens des Richtungswinkels berechnet. Es gilt: tan ¢ = % =

AT82 — 0.355 und ¢ = arctan 0.355 = 19.6°

2.1.5 Einzeichnen aller Krifte

Wenn eine neue Situation bearbeitet werden soll, werden zunichst alle am zu untersuchenden Gegenstand
angreifenden Krifte eingezeichnet. Nur so, also mit einem alles umfassenden Uberblick, kann die Situation
richtig beurteilt werden. Oft kennt man zum Erstellen der Zeichnung mit den Kréiften die Grosse dieser Krafte
nicht genau. Dann versucht man zumindest eine niherungsweise Schitzung. Auf jeden Fall sollten aber die
Richtungen und die Angriffspunkte der Krifte korrekt eingezeichnet sein. Ein Beispiel soll dies
veranschaulichen:

Beispiel Balkenbriicke Eine Balkenbriicke besteht aus einer Briickenplatte, welche auf zwei Auflagern liegt.
Uns interesieren die Krifte, welche an der Briickenplatte angreifen. Sicher ist da einmal die Gewichtskraft
F ¢. Sie wird im Schwerpunkt eingezeichnet, der bei einer Platte aus homogenem Material im geometrischen
Mittelpunkt liegt. Die Gewichtskraft wird tiber den starren Korper zu den Auflagern abgeleitet und verursacht
dort jeweils eine Reaktion, die Auflagerkraft, also eine Kraft, welche die Unterlage auf den Briickenbalken an
der Aufliegestelle ausiibt. So eine Kraft steht normal (d.h. senkrecht) zur Unterlage und wird auch

Normalkraft genannt. Wir zeichnen also die Normalkrifte F _)Al und F _‘A2 an den Kontaktstellen der
Brickenplatte mit der Unterlage ein. In diesem Beispiel kann man leicht erkennen, dass die Summe der

Normalkrifte gleich gross wie die Gewichtskraft sein muss. Wenn die Krifte auf die Platte eingezeichnet sind,
kann man nun ein geeignetes Koordinatensystem einfithren. Hier ist es sinnvoll, die 2- Achse horizontal und die
y-Achse vertikal, also parallel zu den eingezeichneten Kriften zu wiahlen. Ob die positive Richtung der y-Achse
oben oder unten sein soll, ist nicht entscheidend. Hat man sich aber einmal fiir eine Variante entschieden, sollte
man dabei bleiben.

Fa ! Fa

Abbildung 13: Krifte einzeichnen und Koordinatensystem wiéhlen

Mathematik fiir Architektinnen und Architekten, H. Knoll (korr. T. Borer), HTW Chur



2.2 Drehmoment 11

2.2 Drehmoment
2.2.1 Definition des Drehmoments

Ein ausgedehnter starrer Korper ist um eine Achse drehbar aufgehdngt. Eine Kraft greift an einem Punkt des
Korpers an. Dann wird in der Regel der Korper in eine Drehbewegung versetzt, bzw. sein Rotationszustand
wird verdndert. Es wirkt eine Dreh- oder Winkelbeschleunigung.

Abbildung 14: Eine Kraft erzeugt ein Drehmoment

Definition: Das Drehmoment M ist das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) aus dem Kraftarm 7 und der

Kraft F. Also:
M=7rxF
Das Drehmoment ist selbst auch ein Vektor, der senkrecht auf den Vektoren 7 und F steht. Er zeigt somit in

Richtung der Drehachse. Nach vorne oder nach hinten? Fiir diese Entscheidung gilt: Blickt man in Richtung
des Drehmomentvektors, so erfolgt die Winkelbeschleunigung im Uhrzeigersinn, also rechts herum.

Der Betrag des Produktvektors wird so berechnet: ‘M ‘ = |- ‘ﬁ ‘ -sin (47, F)

2.2.2 Die Wirkungslinie einer Kraft

In der Praxis ist es vorteilhaft, bei Kraftwirkungen auf einen starren Korper die Wirkungslinie der Kraft zu
beachten. Die Wirkungslinie ist die Gerade entlang des Kraftpfeils.

Abbildung 15: Eine Kraft erzeugt ein Drehmoment
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Wenn man in der obigen Berechnung des Betrages des Drehmoments den Teil |7] - sin (£7, F)) betrachtet,
erkennt man, dass er den senkrechten Abstand des Drehpunktes von der Wirkungslinie der Kraft angibt.
Der Betrag des Drehmoments ergibt sich dann als Betrag der Kraft mal diesen senkrechten Abstand. Wenn
man die Situation so betrachtet, spielt es also keine Rolle, an welchem Punkt entlang der Wirkungslinie der
Kraft diese Kraft angreift. Fiir das Drehmoment erhélt man immer denselben Betrag. Also ist die Wirkung
immer dieselbe, wenn die Kraft entlang ihrer Wirkungslinie verschoben wird.

2.2.3 Das Drehmoment in der Statik

Die Definition des Drehmomentes verweist auf die dynamische Eigenschaft dieser Grosse, ndmlich dass ein
Drehmoment eine Winkelbeschleunigung verursachen kann. In der Statik aber haben wir es mit ruhenden
Situationen zu tun, das bedeutet, dass dabei verschiedene Drehmomente einander kompensieren. Ein Expe-
riment mit einem einfachen Hebel soll dies veranschaulichen.

Abbildung 16: Gleichgewicht am Hebel

Das Drehmoment im Gegenuhrzeigersinn, das sich aus zwei Betréigen zusammensetzt, betriagt 70 Einheiten.
Ebensogross ist die Summe der Drehmomente im Uhrzeigersinn. Es besteht also Drehmomentgleichgewicht.

2.3 Krifte- und Drehmomentgleichgewicht

Um eine statische Situation vollstédndig beurteilen zu kénnen, muss man priifen, ob sowohl Kréfte- wie auch
Drehmomentgleichgewicht besteht.

Kriftegleichgewicht herrscht an einem Korper, wenn die Vektorsumme aller angreifenden Krifte den Null-
vektor ergibt: Z F,=0

Drehmomentgleichgewicht herrscht an einem Korper, wenn die Vektorsumme aller angreifenden Drehmomen-
te den Nullvektor ergibt: Z M; =0
i

Beispiel. Balkenbriicke: ~ Zuerst wird das Kréftegleichgewicht tiberpriift. Dazu wird die Vektorsumme
aller Krifte gebildet. Im Fall der Balkenbriicke gilt: FG +F A1+ F 12 = 0. Da alle Krifte vertikale Richtung
haben, kann man hier auch nur mit den Betrdgen rechnen: Fig = Faq + Fao.

Wenn die Kréfte unterschiedliche Richtungen haben, kann man das Gleichgewicht der Kréfte auch mit den
Komponenten der Kriifte in Koordinatenachsenrichtung iiberpriifen.

Als zweites wird das Drehmomentgleichgewicht gepriift. Dazu muss man zunichst einen Drehpunkt bestim-
men, beziiglich dem die Drehmomente angesetzt werden. So kénnte man hier den Punkt A als Drehpunkt

wahlen. Dann erzeugen nur F_;G und F_'AQ Drehmomente. Bei der Kraft F_'Al ist der Kraftarm null und somit
auch das Drehmoment null.

Liegen die drehmomenterzeugenden Kifte in einer Ebene, kann man die Betrége der Drehmomente verglei-
chen und muss nicht die vektorielle Darstellung benutzen. Mit einer Vorzeichenregel fiir die Drehmomente
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2.4 Aufgaben 13

geht das recht gut. Diese Regel ist willkiirlich, aber wenn man sie formuliert hat, muss man sich daran halten.
Wir legen hier fest, dass die Drehmomente im Uhrzeigersinn positiv und Drehmomente im Gegenuhrzeiger-
sinn negaliv gemessen werden. Somit gilt:

g'FgfawFAQ:O

Dabei ist noch zu beachten, dass Fao = %FG ist.

FMT S 1' Faz

Abbildung 17: Krifte- und Drehmomentgleichgewicht

Genau so gut wie A kénnte man jeden anderen Punkt als Drehpunkt wéhlen. Hier sei als Beispiel der Schwer-
punkt S der Balkenbriicke der Drehpunkt. Dann gilt:

a a
o FAg — = Fao=0
g Har 5 faz

mit Faq :FAQZ%FG

2.4 Aufgaben

1) An einer Hauswand soll eine Lampe aufgehéngt werden. Dazu wird eine Konstruktion aus Stahlstangen
verwendet (s. Abb.).

Die im Punkte A angehéngte Last betrdgt 120 N, der Winkel « ist 45°.

Die beiden Stébe werden als gewichtslos betrachtet.

a) Konstruieren Sie die Kréfte, welche durch die beiden Stidbe auf den Punkt A ausgeiibt werden miissen,
damit ein Gleichgewicht besteht.

b) Berechnen Sie die Betrige dieser Kréfte auch.

¢) Geben Sie auch an, wie die Befestigungsstellen B und C beansprucht werden.

d) A, B und C sind Gelenke. Kénnte ein Stab durch ein Seil ersetzt werden? Wenn ja, welcher?

B A

-
n

C

Abbildung 18: Stabwerkauthdngung fiir Lampe
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2) Beim abgebildeten Raupenkran sind im Bild die eingezeichneten Abstéinde in cm angegeben. Ferner sind
folgende Werte bekannt: F; = 200 kN, Fy = 50 kN, F4 = 10 kN.
Wie gross darf die last F, sein, damit der Kran gerade nicht kippt?

80 130 160 500

Abbildung 19: Raupenkran

3) Eine 50 cm lange Stange ist in der Mitte drehbar aufgehéingt. Dabei ist zu beachten, dass auf der rechten
Seite am Ende der Stange ein Gewichtstiick von 200 g Masse und ebenfalls rechts im Abstand von 10 cm
von der Drehachse ein Gewichtstiick von 500 g Masse angehéngt ist.

a) Mit welcher Kraft muss man am linken Ende der Stange halten, damit die Stange in horizontaler Lage
bleibt?

b) Mit welcher vertikalen Kraft muss man am linken Ende halten, damit die Stange unter einem Winkel von
45° bleibt? Achtung: Es sind beide Félle, Verdrehung nach rechts bzw. nach links gegeniiber der Horizontalen
zu diskutieren.

4) Ein Personenwagen hat eine Masse von 1 Tonne. Der Achsabstand betréigt 3.00 m und der Achsdruck
an den Vorderrddern wird zu 6 kN gemessen.
Bestimmen Sie den Achsdruck der Hinterrdder und die horizontale Lage des Schwerpunkts!

5) Beieinem Traktor sind die Achslasten und der Radstand (Abstand zwischen den Auflagepunkten der
Rider) gegeben. Berechnen Sie daraus die horizontale Lage des Schwerpunktes und das Gesamtgewicht des
Traktors.

Vorderachslast: 12.87 kN

Hinterachslast:  43.13 kN
Radstand a: 2500 mm

A,

Abbildung 20: Traktor
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6) Ein Kran hélt eine Last von 10 kN. Die Gewichtskriifte des Krans betragen: Fg1 = 30 kN, Fgo = 7
kN, Fizs = 2 kN. Die Léngen sind in der Zeichnung in mm angegeben. Wie weit kann man mit der Last F'
hinausfahren, wenn der Kran gerade noch nicht kippen soll. (gesucht ist x).

|
%]
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I
%]
I
|
M|
k|
|
|
|
M|
%]
I
%]
|

7

r
4

v

" .

ﬁ' E3
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Faz LA

i

™

WA, A A A A, A,

> }{ f'
15007 1500 400

Abbildung 21: Kran

2.5 Losungen

1) a) Zerlegen von F in zwei Komponenten, die eine parallel zu AB, die andere parallel zu AC.
b) parallel zu AB: Fy = 120 N, parallel zu AC: F5 = 170 N.

¢) B wird auf Zug, C auf Druck beansprucht.

d) Die Stange AB konnte durch ein Seil ersetzt werden.

2) 97.6 kN

3) a)4N

b) 5.8 N

c)5.8N

4) 1.2 m von der Vorderradachse weg.

5) 575 c¢m von der Hinterachse weg.

6) 6300 mm ergibt die Rechnung. Da aber der Ausleger nur bis auf 4500 mm vom Drehpunkt reicht, kann
man mit der Last bis ans Ende des Auslegers fahren.
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3 Zins- und Zinseszins

Lernziele

e Mit Zinseszinsberechnung Raten bzw. Barwerte bei Abzahlungsgeschiften und bei der Finanzierung
von Immobilien und Hypotheken ermitteln kénnen

3.1 Zins und Zinseszins

Ublicherweise wird in der westlichen Gesellschaft fiir das Zur-Verfiigung-Stellen von Geldwerten ein Zins
verlangt. Dieser kann je nach wirtschaftlicher Situation hoher oder tiefer sein. Der eingesetzte Geldwert wird
als Kapital K bezeichnet. Der Zinssatz ist ein Prozentsatz p, mit welchem der Zins z auf dem Kaptial ermittelt
wird. In vielen Fillen wird die Zinsermittlung einmal jahrlich durchgefiihrt. Es gibt aber auch Zinsgeschifte mit
halbjahrlicher, monatlicher oder tageweiser Abrechnung. Auch die stetige Verzinsung ist moglich. Wir werden
uns hier zunéchst auf die jahrliche Verzinsung beschranken.

Definition von Zins und Zinseszins

Der Zins z ist ein bestimmter Prozentteil (ﬁ) des Kapitals K. Es gilt:
p
= — K
“7 100

Beim Anlegen eines Kapitals werden iiblicherweise Zinsperioden vereinbart, in denen der Zins auf das vor-
handene Kapital berechnet wird. Der Zins wird dann jeweils dem Kapital zugeschlagen. Somit wird auf den
fritheren Zinsertragen wieder ein Zins berechnet. Diesen Vorgang nennt man Zinseszinsverfahren. Damit er-
gibt sich folgende Auswirkung auf das Kapital:

Gegeben ist ein Kapital K:
Nach der 1. Zinsperiode betrégt der Zins z; = 755 - K
und das neue Kapital Ky =K+ 21 =K+ 55 - K=K - (1+ ;) =K -qmit ¢ =1+ 55

Nach der 2. Zinsperiode betrigt der Zins z; = 55 - K

unddasneueKapitalIQ:Kl—&-zg:Kl—i-l%-Kl:Kl-(l—i—l%):K-q-q:K-q2

Féhrt man so weiter, dann betréagt der Zins nach der n-ten Zinsperiode z, = Lo K1
und das neue Kapital K, = K, 1+ 2, = Kn 1+ 155 - K1 = K1 - (1 + L) =K ¢l qg=K ¢"

Somit gilt fiir das mit Zinseszins verzinste Kapital nach n Zinsperioden:

K,=K-¢"

Aus dem Endkapital K,, kann man auch den Anfangswert K — man spricht auch vom Barwert zu Beginn
der Verzinsung - berechnen.

3.2 Rentenberechnung

Der Rentenberechnung zu Grunde liegt eine Aufgabe folgender Art: Jemand legt zu einem bestimmten Zeit-
punkt ein Kapital K an und mochte iiber eine bestimmte Zeit regelmissig immer denselben Rentenbetrag r
beziehen, bis das Kapital aufgebraucht ist. Dabei wollen wir es so halten, dass der Verzinsungstermin mit
dem Bezugstermin der Rentenzahlung iibereinstimmt.

Als Zins- bzw. Bezugsperiode wihlen wir hier konkret 1 Jahr. Ausserdem soll die Rentenzahlung 1 Jahr nach
Einlage des Kapitals beginnen und bis zum Ende des n-ten Jahres ausgefithrt werden. (Man nennt diese Art
der Rentenzahlung, die jeweils am Ende des Jahres erfolgt, eine nachschiissige Rente.)
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Das Kapital K muss nun in n Teile zerlegt werden, sodass jeder Teil entsprechend der Zeit bis zur Auszahlung
mit Zinseszins verzinst jeweils gerade den Rentenbetrag r ergibt. Die einzelnen Kapitalportionen kann man
wie folgt berechnen:

ki= %

q°

Und alle Portionen zusammen ergeben das Anfangskapital K:

r r r " _ g
q71+q72+q73++q7"7
wird ﬁ ausgeklammert, erhélt man:
r
K=— (""'"+¢"7+..+¢ +q+1)
q

In der Klammer kann man eine sogenannte geometrische Reihe erkennen. Fiir die Summe dieser n Glieder
gilt:

n

qt—1

1+q+f+q3+m+q":q_1

Somit erhalten wir die Formel fiir die Rentenberechnung:

K =

r q't—1
" q—1
Und wenn man den Rentenbetrag r berechnen mochte, ergibt sich:

L K-q"a—1)

q" —1

Gleichfalls kénnte man auch den Rentenendwert R berechnen. Es ist jener Wert, den das eingesetzte Kapital
am Ende der Laufzeit héitte, wenn die Rente nicht ausbezahlt worden wiére. Er ist:
q"—1
qg—1

R=K-¢"=r-
Die hier dargelegten Berechnungen gelten fiir eine sogenante nachschiissige Rente (postnumerando). Da-

bei wird der Rentenbetrag jeweils am Ende der Zinsperiode ausbezahlt. Selbstverstandlich kann man auch
vorschiissige Renten praenumerando berechnen. Die entsprechenden Gleichungen sehen dhnlich aus.

3.3 Formeln fiir Zinseszins- und Rentenrechnung

Endwert K, nach n Zinsperioden:

Barwert K:

Rentenendwert R einer Rente r (nachschiissig/postnumerando):

_ g1
R=r |

Rentenendwert R einer Rente r (vorschiissig/praenumerando):

Y s
R=rq e
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Barwert K einer Rente r (nachschiissig/postnumerando):

—r . g =1
K= qm  gq—1

Barwert K einer Rente r (vorschiissig/praenumerando):

3.4 Beispiel

Jemand zahlt heute einen Betrag von Fr. 100°000.- auf ein Konto ein und méchte in 10 Jahren eine jdhrlich
zu beziehende Rente von Fr. 5°000.- erhalten. Uber wie viele Jahre kann er diese Rentenzahlung beziehen,
wenn ein Zinssatz von 2.5% zugrunde gelegt wird?

Zunichst wird also das Kapital K = 100000 wiahrend 10 Jahren verzinst. Der Aufzinsungsfaktor g betragt:
q=1+2" =1.025. Somit berechnet sich das Kapital nach 10 Jahren zu K9 = K - ¢'° = 100000 - 1.025'° =

128008.45. Mit diesem Wert wird nun eine vorschiissige Rente mit unbekannter Laufzeit berechnet. Es gilt:
Ky = rg. g1
Diese Gleichung muss nun auf n gelost werden:
Kio-¢""' =Ky ¢" = rqg"tt —rq

q" - (Kiwo-q—Kio—rq) = —rq
no_ —rq
¢ = (K10-9—Ki0—rq)
n= ST Ro=m _ 397

logq

Fiir n erhélt man 39.7 Jahre. Das bedeutet, dass die Rente von Fr. 5’000.- wiahrend 39 Jahren ausgezahlt
wird. Und dann wird noch eine Restzahlung getétigt.

3.5 Aufgaben

Wenn nichts Anderes angegeben ist, wird eine jahrliche Verzinsung zugrunde gelegt.

1) Jemand legt ein Kapital von Fr. 3000.- zum Zinssatz von 1.5% an. Nach 3 Jahren macht er eine weitere
Einzahlung von Fr. 1000.-. Wie hoch ist sein Guthaben 10 Jahre nach der ersten Einlage?

2) Welchen Betrag muss ein 40-Jahriger einzahlen, damit er mit 65 Jahren ein Kapital von Fr. 200°000.-
beziehen kann? Zinssatz 2%.

3) Jemand zahlt Fr. 100°000.- auf ein Konto ein und mochte withrend 20 Jahren eine nachschiissige Rente
beziehen. Wie gross ist der Rentenbetrag bei einer Verzinsung von 3%?

4) Jemand zahlt Fr. 100°000.- auf ein Konto ein und mdchte wihrend 20 Jahren eine Rente beziehen, wobei
die erste Rentenzahlung 5 Jahre nach der Einzahlung getétigt werden soll. Wie gross ist der Rentenbetrag
bei 3% Zins?

5) Welches Kapital muss man mit 40 Jahren einzahlen, damit man ab dem 65. Lebensjahr iiber 20 Jahre
eine Rente von Fr. 15’000.- jahrlich beziehen kann? Zinssatz 3%.

6) Welchen Betrag muss man ab dem 40. Lebensjahr jahrlich einzahlen, damit man ab dem 65. Lebensjahr
iiber 20 Jahre eine Rente von Fr. 15°000.- jéhrlich beziehen kann? Zinssatz 3%.
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7) Am 1. Juli eines Jahres wird ein Kaufvertrag fiir ein Grundstiick abgeschlossen, welches per 1. Januar
des folgenden Jahres an den neuen Eigentiimer iibertragen wird. Auf den Ubertragungszeitpunkt hin wird
der Kaufpreis mit Fr. 300’000.- angegeben. Beim Abschluss des Kaufvertrages wird eine Anzahlung von Fr.
50°000.- geleistet. Der Rest soll in 5 Raten, jeweils auf Anfang Jahr, beginnend mit dem Ubertragungs-
zeitpunkt des Grundstiicks abbezahlt werden. Wie gross miissen die Ratenzahlungen bei einem zugrunde
gelegten Zinssatz von 2% sein?

8) Eine junge Familie legt wihrend 10 Jahren jeweils zu Jahresbeginn Fr. 12’000.- auf ein Konto, welches
mit 3% verzinst wird. Nach Ablauf der 10 Jahre will die Familie eine Eigentumswohnung zum Preis von
Fr. 480°000.- kaufen. Da das Konto nicht sofort aufgelost werden kann, wird vereinbart, sofort eine
Anzahlung von Fr. 50’000.- zu leisten und den Rest in 4 Jahresraten jeweils auf Ende der folgenden Jahre
abzuzahlen. Wie lange kann diese Ratenzahlung mit Geld aus dem Konto bedient werden?

9) Beieiner Schuldensanierung wird der folgende Plan ausgearbeitet: Der heute auf Fr. 7°500.- bezifferte
Schuldenstand soll folgendermassen abgetragen werden: Es soll jeweils auf Ende des Monats iiber 3 Jahre ein
fixer Betrag bezahlt werden. Wie gross muss dieser sein, wenn die Verzinsung mit 5% auf Jahresbasis
vereinbart worden ist?

10) Jemand hat eine Schuld durch eine jéhrliche nachschiissige Ratenzahlung von Fr. 25’000.- iiber 5 Jahre
bei einem Zinssatz von 6% zu tilgen. Da diese Person entgegen der urspriinglichen Vereinbarung nicht in der
Lage ist, diese Fr. 25°000.- jahrlich aufzubringen, wird eine Alternativlgsung vereinbart. Es sollen jeweils
jahrlich nachschiissig Fr. 15’000.- gezahlt werden, wobei aber der Zinssatz auf 7% angehoben wird. In wievielen
Jahren wird die Schuld getilgt sein?

3.6 Losungen

1) 4591.47
2) 121906.17
3) 6721.57
4) 7565.19
5) 109780.98
6) 6120.86
7) 51895.61

) Die Ratenzahlung kann nicht einmal im 1. Jahr vollstindig bedient werden.
) r=224.364

0

8
9
10) n = 9.99 Jahre
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4 Differentialrechnung

In der Praxis treffen wir immer wieder auf Situationen, in denen sich Grossen verdndern, z.B. im Laufe der
Zeit oder bei einer Verdanderung des Beobachtungspunktes. Natiirlich ist der Betrag der Verdnderung auch
von Interesse. Wie schnell die Anderung eintritt, bzw. wie stark sie bei einem definierten Schritt bei der
Verlegung des Beobachtungspunktes ist, ist ebenfalls interessant und wichtig. In diesem Kapitel beschéftigen
wir uns also mit der Anderungsrate einer Grosse, und zwar nicht nur, wenn ein messbarer Schritt gemacht
wird, sondern auch, wenn dieser Schritt praktisch unendlich klein wird. Wir werden also einen infinitesimalen
Prozess einleiten, der uns von der durchschnttlichen Anderungsrate zur momentanen fithren wird.

4.1 Infinitesimale Prozesse

Infinitesimale Prozesse, so sagt der Ausdruck, sind solche, die gestartet werden und dann ohne Ende laufen.
Oftmals wird gesagt, dass der Prozess ins Unendliche geht. Dieser Ausdruck ist allerdings nicht sehr gliick-
lich, weil wir mit dem Unendlichen nicht umgehen kénnen. Wir kénnen aber einen Prozess starten. Und
dann brechen wir ihn einfach nicht mehr ab. In der Mathematik gelingt es aber, bei solchen infinitesimalen
Prozessen {iberraschenderweise oftmals dennoch ein endliches Ergebnis zu erhalten. Das folgende Beispiel
soll dies zeigen.

Gegeben ist ein gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse a; und den Katheten as.
Nun soll dber einer Kathete ein zweites gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck errichtet werden, wobei
diese Kathete nun als neue Hypotenuse dient. Das neue Dreieck soll ausserhalb des ersten Dreiecks liegen.
Der Prozess wird dann in gleicher Weise ohne Ende fortgesetzt.

a3 GF

iy

Abbildung 22: Infinitesimalprozess

Wir betrachten die Fliche, die von all diesen Dreiecken iiberdeckt wird, und stellen fest, dass sie endlich
ist. Offenbar ist es also moglich, dass unendlich viele Dinge zusammen einen endlichen Wert ergeben kénnen.
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4.2 Ableitung von Funktionen
Gegeben ist die Funktion f durch folgende Definition:

f+A—B
fiz—=y=[f(z)
Y
y="f(x)
Sekante
Q
Ay
P/ "LI_T
a * Tangente in P
Ax
Yo
Xp Xg+ Ax X

Abbildung 23: Das Tangentenproblem

Durch die Kurvenpunkte P und Q wird eine Sekante gelegt. Die Steigung der Sekante ist:

Ay f(xo+Ax) - f(xg)
M= ax Ax

Wird nun der Punkt @ auf der Kurven gegen den Punkt P hin verschoben, wird der Abstand Ax kleiner. Im
Extremfall wird der Punkt ) den Punkt P erreichen, der Abstand Az geht nach 0 und aus der Sekante wird
die Tangente an die Kurve im Punkt P. Bei diesem Prozess wird aus der Sekantensteigung die Tangenten-
steigung. In der Praxis berechnet man diese Tangentensteigung durch die 1. Ableitung der Funktion f nach
x. Hinter dieser 1. Ableitung steckt ein sogenannter Grenzwertprozess, der aber hier nicht néher erldutert
werden soll. Fiir uns ist wichtig, die Ableitungen (auch Differentialquotienten) der verschiedenen Funktionen
bestimmen zu kénnen.

4.2.1 Hohere Ableitungen

Wenn man die Steigung der Tangenten fiir alle x bestimmt, sieht man, dass diese Steigungswerte eine neue
Funktion von x bilden, die Funktion f’. Diese Funktion kann wieder abgeleitet werden. Somit erhilt man die 2.
Ableitung der Ausgangsfunktion und bezeichnet sie mit f”. Diesen Prozess kann man fortsetzen, sodass der
Mathematiker auch die n-te Ableitung erzeugen kann, welche mit f(") bezeichnet wird. Man spricht dann: 'f-n-
Strich’.

4.2.2 Schreibweise der Ableitungen

Die 1. Ableitung einer Funktion f wird als f’ bezeichnet. Somit kann der Wert der 1. Ableitung mit f’(x)
oder auch y’ bezeichnet werden. Gebriuchlich sind noch weitere Bezeichnungen, welche insbesondere den
Ausdruck Differentialquotient hervorheben:

y = f'(z) = Z—Z = % (x) sprich: ’dy-nach-dx’ bzw. ’d-nach-dx von f(x)’

Fiir die 2. Ableitung haben sich folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

2
y'= ") = $h = L f@)
sprich: ’d-2-y-nach-dx-Quadrat’
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4.3 Ableitungsregeln
4.3.1 Allgemeine Regeln
Konstante Funktion (c) =0

Konstanter Faktor (c- f(z)) =c- f'(z)
Summe und Differenz (f(z) + g(z)) = f'(z) + ¢'(x)

Produktregel (u(z)-v(z)) = (u-v) =o' (z) - v(z) + u(z) - v'(z) = v+ w’

<

' w(@)) _ (u) _ @@ —u@) v (@) _ wo—u
Quotientenregel (v(x)) —( ) = @)’ =

Kettenregel (f(g(x)) = f'(u) - ¢'(z) mit u = g(x)

4.3.2 Potenzfunktionen und ganz rationale Funktion
Potenzregel

f:A— B
frx—=y=2"mitnelk
y/: f/($) =n- xn—l

Mit der Potenzregel und mit den allgemeinen Ableitungsregeln kénnen sofort die ganz rationalen Funktionen
abgeleitet werden. Summen kann man gliedweise ableiten, und konstante Faktoren bleiben erhalten.

Ganz rationale Funktion

Y= apxr" + Ay 12" "+ 02" 2. ag2? + a1z + ap

Y =n-a,z" VT g 22 4 (0= 2) -, 02" 3 2002 4 ay

Spezialfille der ganz rationalen Funktion sind die konstante Funktion mit der Gleichung y = ¢ und die lineare

Funktion mit der Gleichung y = ax 4 b. In Auswertung der allgemeinen Regel gilt:

y=c=c-a°

y =0

und
y=ax+b=ax" + bz’
Yy =a

Beispiel 1: Gegeben ist die Kurve mit der Gleichung y = 2%. Bestimmen Sie die Steigung der Tangente
im Kurvenpunkt P(2,y).

Wir bilden die 1. Ableitung der gegebenen Funktion. Sie ist:

y' =f'(z) =3 2?

Nun wird diese Ableitung an der Stelle x = 2 ausgewertet und man erhélt:

fl(2)=3-22=12

Aus dem Wert der Tangentensteigung kénnten man nun auch den Steigungswinkel der Tangente berechnen.

Es gilt:
my = tanaoy = 12
o = 85.2°

Fiir diese Berechnung musste die y-Koordinate des Punktes P nicht bekannt sein.
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Beispiel 2: Auch Wurzeln kann man als Potenzen darstellen. Deshalb gilt fiir die Ableitung der Wurzel-
funktionen aluch die Potenzregel.
Yy = \/5 =2
r_ 1 I 1
¥y=2% * =3z

Beispiel 3:  Gesucht ist die Tangentensteigung der Funktion mit der Gleichung y = f(x) = 32* — 22° +
522 — 4x + 8 an der Stelle z = —1.

Wir bestimmen zunéichst die 1. Ableitung allgemein:

y = 122% — 622 + 10z — 4

Nun werten wir die 1. Ableitung an der Stelle x = —1 aus:

Y(-1)=f'(-1)=12-(=1)* =6 (=1)2+10- (-1) —4 = —-32

4.3.3 Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion

Exponentialfunktion mit Basis e: (e%) = e”
Allgemeine Exponentialfunktion: (a*) =a®-Ina

Der natiirliche Logarithmus: (lnz) =1

1

Die allgemeine Logarithmusfunktion: (log, z) =

z-Ina
4.3.4 Trigonometrische Funktionen
Sinusfunktion: (sinz)’ = cosx
Cosinusfunktion: (cosz) = —sinz
Tangensfunktion: (tanz) = - =1+tan’x
Cotangensfunktion: (cotz) = ——b =-1—cot’x

4.3.5 Zyklometrische Funktionen

. . . /
Arcussinusfunktion: (arcsinz) = —-

1—x2
. . |
Arcuscosinusfunktion: (arccosz) = ipr
. /
Arcustangensfunktion: (arctan x) = 11 2
xT

. / —
Arcuscotangensfunktion: (arccotz) = 1712
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4.3.6 Weitere Beispiele

Anwendung von Produkt- und Quotientenregel: Produkte und Quotienten diirfen nicht gliedweise
abgeleitet werden. Vielmehr gelten eigene Ableitungsregeln.

y=x-Inx Produktregel: u'v + uv’
y=1-Inz+z- 1

3z2-5

’7 !
Y = I572a7 Quotientenregel: %=1
; _ 6z-(4z®+22%)— (322 —5)-(122% +-4x)
Yy = (4x34222)2

Anwendung der Kettenregel: Bei ineinandergeschachtelten Funktionen beginnt man mit der Ableitung
der dusseren Funktion und multipliziert mit den Ableitungen der jeweils néichst inneren Funktion.

Es soll die 1. Ableitung der Funktion mit der Gleichung y = sin (22 — 3) gebildet werden.

Yy =cos(2x —3) - (2) =2 cos (2x — 3)

M)

x

Ebenso fir y = e~ 2
2 2

y=e T (-F)=-z-e 7
Extremwertprobleme: Mit der 1. Ableitung einer Funktion kann das relative Maximum oder Minimum
der Funktionswerte ermittelt werden. Ein relatives Maximum zeigt sich darin, dass vor der
entsprechenden Stelle die Funktionswerte ansteigen und nachher abfallen. Im Maximum selbst ist die
Steigung null. Die Tangente an die Funktionskurve ist also waagrecht. Ahnlich ist es bei einem relativen
Minimum. Auch hier ist die Steigung null. Wenn man also Maximum oder Minimum sucht, muss man die
1. Ableitung Null setzen und auf die Funktionsvariable 16sen. Die zu maximierende bzw. zu minimierende
Funktion wird oft als Zielfunktion bezeichnet.

Es ist allerdings noch zu priifen, ob die erhaltene Stelle zu einem Maximum oder zu einem Minimum fiihrt.
Allgemeine Uberlegungen zum Kurvenverlauf kénnen die Zuordnung kliren (z.B. die graphische Darstellung
des Funktionsgraphen). Die Differentialrechnung bietet aber auch ein Entscheidungskriterium an. In einem
Maximum muss die 2. Ableitung negativ, in einem Minimum muss sie positiv sein, wobei die 3. Ableitung in
jedem Fall ungleich null sein muss. Diese Methode wird man anwenden, wenn man mit einfacheren Mitteln
nicht zum Ziel kommt.

Das folgende Beispiel soll die Berechnung eines Minimums zeigen:

Um Energie zu sparen, ist es sinnvoll, bei einem Haus von vorgegebenem Volumen die Oberfliche zu mini-
mieren. Vorgegeben ist eine Kubatur von 1800m? und die Hausform. Der Grundriss soll ein Rechteck sein
und es wird ein Flachdach aufgesetzt, Die Gesamthohe soll h = 6 m betragen. Wie sollen Lénge und Breite
des Rechtecks der Grundfliche gewiihlt werden, damit die angegebenen Bedingungen erfiillt werden?

X

Abbildung 24: Oberfliche minimieren
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Die Oberfliche F' wird als Summe aller Begrenzungsfléchen (das sind 6 Rechtecke) berechnet.
Es gilt nun: F' = 2(zy + xh + yh)

Mit der Bedingung fiir die Kubatur erhélt man die Gleichung:

V = zyh = 1800

und daraus fiir y = 1820 — 1800 _ 300

hx 6x T
Somit ergibt sich fiir die Zielfunktion: F(z) =2 (222 + 2 - 6 4+ 32 . 6) = 2 (300 + 6z + 1890

Die 1. Ableitung ist: F’(x) =2 (6 — 1552)

Die Losung der Gleichung F'(z) = 2 (6 — %) = 0 ergibt: xy/, = £v300 = £17.32 m

Hier ist nur die positive Losung x; brauchbar. Diese muss mit der 2. Ableitung auf das Minimum getestet
werden. Es ergibt sich (bitte nachrechnen!), dass die 2. Ableitung an der Stelle x; positiv ist. Somit liegt an der
Stelle x; ein Minimum der Zielfunktion vor.

Nun wird noch der y-Wert ermittelt: y = %12 = J5 = v/300 = 17.32 m

Die Losung mit minimaler Oberfliche ergibt also einen quadratischen Grundriss.

Links im Internet: Zu Anwendungen der Differentialrechnung empfiehlt sich der folgende Link:
http://www.mathe-online.at/mathint /anwdiff /i.html

4.4 Aufgaben

1) Bilden Sie die 1. Ableitung von den Funktionen mit den gegebenen Gleichungen:
a)y =41 —522+7r—12 b)y=5/r+3Inx c)y=35-2 d) y = Tcosx + 2328

x —x

e) y=2tanz + 3sinx fly=>bz3 -4 2 +3271 -7 g)y= 2,7 4 220 h)y ==
2) Bilden Sie die 1. Ableitung mit der Produktregel:
a)y=x-Inz b) y=a2%-e” c

) Y )
e)y=(3z2—1)-(z*+22%) f)y=32%-logyx ¢g)y="Te" sinx h)yz(%—?xz)'lgx

3) Bilden Sie die 1. Ableitung mit der Quotientenregel:

2 sin
))y=;5 by=5 gy=r dy= X5
T _ x 1
Dy=57 Dy=2F gy=I5 ny- (-2

4) Bilden Sie die 1. Ableitung mit der Kettenregel:
a)y=sin(2e2—1) b)y=(Ba2—4z+7)" )y=In(22+1) d)y= (22°+4cos(2x—3))°
e) y = Insin 2z f) y=2-tan? (3x — 1) g)y= e=2’ h) y = 102

5) Vermischte Aufgaben: Bilden Sie die 1. Ableitung:

. _ 2
a) y = 222 - sin (32) b)yza:-costa? c)y:m d)y = o2
e) y=tansin(2z —7m) fly=22-e% g y= \/227;';%5 h) y = esinse

6) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an die gegebene Kurve an der Stelle zg:
a)y=a3+22 -5 10=0

b)y=+vz,20=1

c)y=2z* 32> 20=1

7) An welchen Stellen hat die gegebene Kurve horizontale Tangenten?

a)y=a"— L’ 4 180z b) y = (2x — 1)3 - (22 + 1)?
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8) Bilden Sie die 2. Ableitung.

a)y = 3z + 223 — 422 — 51 + 12 b)y:?i:f“ c)y=2"+22"+1 d)y=

P
x2+1

9) Eine Funktion steigt, wenn die 1. Ableitung positiv ist, sie fillt, wenn die 1. Ableitung negativ ist. Fiir
welche Bereiche sind die gegebenen Funktionen f steigend, bzw. fallend?
a) f(z) =23+ 222 =36z +2 b) f(z) =2 — 822
2
c) fz) = d) flz) = 2=

10) Der Gewinn ist die Differenz zwischen Einnahmen und Ausgaben. Unser Modell beruht darauf, dass
die Einnahmen mit der Anzahl verkaufter Teile z nicht linear sondern mit der Wurzelfunktion dieser Anzahl
steigt, da zur Steigerung des Umsatzes immer wieder Aktionen gemacht und Preisrabatte gewihrt werden
miissen. Es gilt also fiir die Einnahmenfunktion: F(xz) = k- /z. Die Ausgaben steigen bei unserem Produkt
mit der Anzahl verkaufter Teile auch nicht proportional. Die Ausgabenfunktion soll hier mit A(z) = a - z?
modelliert werden.

Fiir welche Anzahl verkaufter Teile z wird der Gewinn maximal, wenn k£ = 3000 und a = 10 ist?

11) Im einfithrenden Beispiel zur Extremwertberechnung wurde ein sehr einfaches Modell zur Energie-
verbrauchsoptimierung angewendet. Insbesondere wurde nicht berticksichtigt, dass ein Haus Aussenflichen
mit unterschiedlichen Wirmeiibergangseigenschaften hat. Charakterisiert werden diese Flachen durch den U-
Wert, der die pro Sekunde abgegebene Energie pro m? und Kelvin angibt.

Wir verfeinern also das Hausmodell und beriicksichtigen folgende U-Werte:

Fliche ‘ U-Wert [mV;’K]
Boden 0.20
Dach 0.15
Mauerwerk 0.30
Fenster 0.70

Gleich bleibt die Kubatur mit V' = 1800 m*® und die Gebiudehshe mit h = 6 m. Es wird ferner angenommen,
dass die gesamte Fensterfliche 30% der totalen Wandfléche ausmacht.

a) Bestimmen Sie unter diesen Umstdnden die Seitenldngen des Hauses.

b) Wie sieht es aus, wenn auf drei Seiten des Hauses gleichmiissig die Fensterflichen verteilt sind und von
dieser Fliche 30% ausmachen und die vierte Seite kein Fenster aufweist?

12) Ein Pavillon besteht aus einer Schalenkonstruktion aus Beton mit kreisformigem Grundriss. Die Schale

7)2 . . .
kann mathematisch als Rotation der Kurve y = 4-e~"s um die vertikale Achse in den Grenzen von 1 = —5
m bis 9 = 5 m beschrieben werden.

Abbildung 25: Schalenkonstruktion

Auf der Hohenlinie, bei der das Gefille der Schale maximal ist, soll eine ringformige Wasserleitung eingebaut
werden. Mit welcher Linge der Leitung ist zu rechnen (ohne Zufithrungen)?
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13) Nochmals Schale von Aufgabe 12. Es soll im Innenraum ein Kreiszylinder mit vertikaler Symmetrieachse
eingebaut werden. Der Kreiszylinder soll seine Grundfliche auf dem Boden der Schale haben und mit seinem
oberen Rand die Schale beriihren. Bestimmen Sie die Masse (Radius der Grundfliche und Hoéhe) des Zylinders
so, dass sein Volumen maximal wird.

14) Ein Korbbogen wird aus mehreren Kreisen zusammengesetzt. So kann man z.B. einen solchen Bogen
erzeugen, indem man 2 Kreise mit kleinem Radius mit den Mittelpunkten auf der x.Achse und symmetrisch
zur y-Achse gelegen zeichnet. Dann wird ein Kreisbogen mit dem Mittelpunkt auf der y-Achse mit grosse-
rem Radius gezeichnet und zwar so, dass der grosse Kreis die kleinen Kreise beriihrt. Somit werden an der
Ubergangsstelle vom kleinen Kreis auf den grossen Kreis die Kreistangenten identisch sein.

Die kleineren Kreisbogen sind durch folgende Gleichungen gegeben: y = £4/1 — (x 4= 3)? der grossere Kreis-
bogen hat die Gleichung y = £v/25 — 22 + yq

Bestimmen Sie yy so, dass der grossere Kreis die kleineren beriihrt. Berechnen Sie die Koordinaten der
Berithrungspunkte.

Abbildung 26: Korbbogen

4.5 Losungen

1) a)y =122>—-10z+7,b) ¢y = %—i—%, Oy ==2+5,d)y =—Tsinz+18427, e) y' = % +3cosz,

cos?
f)y' = —15274 + 8273 — 3272, g) v = Hal + 22 h) ¢y = <L~

2) a)y =In(z) +1,b)y =2ze® + 2%% ¢) vy = 6xsin(z) + 32%cos(x), d) v = Vo +1/2 L\E, e)
y =6z (z* +22%) + (327 — 1) (42® +42), f) v = 63”112(2?) +35m@ 8) ¥ = Tevsin(z) + Te® cos(z), h)

2 In(x)+2 In(z)zt—1+2*
y/ =-2 =) x3 ln((l)O)
-2 x2— cos(zx) In(z)z—sin(z
3) a)y = (=17 b)y =25t o)y = EEEEEE )y = ~1/2 s o) Y =
e® —1+In(z e” (sin(x)—cos(x 1 In(x
2 (e+1)27 f) y/ = x? ( )’ g) y/ =T ( (%(m)(?:))z ) h) y/ =3 z3In(10) 6 z3 115(1)0) —dx

4) a)y =4cos(22*—1)z,b)y =12 (322 —41‘—1—7)11 (6x—4),0)y =2,"5,d)y =5 (223 +4 cos(2x—3))4 (62
)y =222 gy ur — 4 tan (32— 1) (3+3 (tan (32 — 1))2), g) y = —4ze~27" h) o = 10E0In(10)

sin(2 )’ z
5) a) y = 4wxsin(3x) + 6zx%cos(3x), b) ¥ = cos(2x) — 2xsin(2z), ¢) ¥y = —?’(’;’Z}%?f, d) ¢y =
p sleosltyesn(®l) o)y = —2 (1 + (tan (sin(2x)))2) cos (22), ) y' = 2ae™" —2ade " g) y = —2 AL

h) y' = 3 cos (3z) esnBo)
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6) a) P(0/—5),y(0)=2=m,t:y=2x—5Db) P(1/1),y(1) =1 =m, tty =Lz + 3 ¢) P(1/-2),
y(0)=-5=m,t:y=—bx+3

7) a) _37 _2a273; b) _%7%

8) &)y =362+ 120 — 8, b) y = AHgrRet ) = 9 (20 — 1) 222 4 20 (n — 1) 2", d)
"o 2% — 6

Y = e

9) a) steigend fiir: © < =4V 2 > 3, fallend fir -4 <2 <3

b) steigend fir: —2 < 2 <0V > 2, fallend fir s < -2V0 <z <2
¢) steigend fiir: < —1V x > 1, fallend fiir: —1 <2z <1

d) steigend fiir: 0 < = < 2, fallend fir: « <0V 2 > 2

10) z=2 =100

3a

11) a)2z=1732m,y=17.32m
b) z =16.04 m, y = 18.71 m

12) 2=+3m=173m, y =243 m, Umfang = 2¢/37 m = 10.88 m
13) r=v6m=245m h=2m=147m

14) Loésung fiir x > 0: yo = —/7 m = —2.65 m, Berithrpunkt P(3.75 m /0.66 m)
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