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Aufgaben 11  Funktionen mehrerer Variablen 
   Partielle Ableitungen, Gradient, Hesse-Matrix 
 

Lernziele 

- alle partiellen Ableitungen erster Ordnung einer Funktion mehrerer Variablen bestimmen können. 
- den Gradienten einer Funktion mehrerer Variablen bestimmen können. 
- alle partiellen Ableitungen höherer Ordnung einer Funktion mehrerer Variablen bestimmen können. 
- die Hesse-Matrix einer Funktion mehrerer Variablen bestimmen können. 
- den Satz von Steiner bei der Bestimmung von partiellen Ableitungen höherer Ordnung einer Funktion mehrerer 
  Variablen anwenden können. 

 

Aufgaben 

11.1 Bearbeiten Sie im Lehrbuch Papula 2 die folgenden Aufgaben: 
1, 2, 3, 4, 5, 6 (Seiten 332 und 333, „Zu Abschnitt 2“) 

 

11.2 Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen 1. Ordnung der folgenden Funktionen: 

 a) f(x,y,z) = 2x3y4z5 - 6y-7e-8z sin(9x) 

 b) T(x,y,z,t) = (2x2 - 3x + 1)(y2 + 1) e-2z e-10t 

 

11.3 Bestimmen Sie von den nachfolgenden Funktionen … 

 i) … den Gradienten. 

 ii) … die Hesse-Matrix. 

 a) f(x,y) = 3x + 5y   b) f(x,y) = x2 + 2xy - 3y2 + 1 

c) f(x,y) = e3x-5y   d) V(r,h) = r2πh 

e) ψ(x,t) = A sin(kx - ωt)  f) f(x,y,z) = 2x2 e-3yz 

g) p(x,y,h) = ρgh   h) * T(x,y,z,t) = a(b - x2 - y2) e-2z sin(ωt) 

 

11.4 Führen Sie in Moodle den Test 11 durch. 

 

Lehrbuch Papula 2 

III  Differential- und Integralrechnung für Funktionen von mehreren Variablen 

2  Partielle Differentiation 

2.1  Partielle Ableitungen 1. Ordnung (Seiten 213 bis 222) 

2.2  Partielle Ableitungen höherer Ordnung (Seiten 222 bis 227) 
  

https://moodle.fhgr.ch/mod/quiz/view.php?id=669647
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Lösungen 

11.1 (siehe Lehrbuch Papula 2, Seiten 724 bis 726) 

 

11.2 a) fx(x,y,z) = 6x2y4z5 - 54y-7e-8z cos(9x) 

  fy(x,y,z) = 8x3y3z5 + 42y-8e-8z sin(9x) 

  fz(x,y,z) = 10x3y4z4 + 48y-7e-8z sin(9x) 

 

 b) Tx(x,y,z,t) = (4x - 3)(y2 + 1) e-2z e-10t 

  Ty(x,y,z,t) = 2 (2x2 - 3x + 1) y e-2z e-10t 

  Tz(x,y,z,t) = -2 (2x2 - 3x + 1)(y2 + 1) e-2z e-10t 

  Tt(x,y,z,t) = -10 (2x2 - 3x + 1)(y2 + 1) e-2z e-10t 

 

11.3 a) i) ∇��⃗ f(x,y) = �
fx(x,y)
fy(x,y)�  = �3

5� 

ii) ∇��⃗ 2f(x,y) = �
fxx(x,y) fxy(x,y)
fyx(x,y) fyy(x,y)�  = �0 0

0 0� 

 

 b) i) ∇��⃗ f(x,y) = �
fx(x,y)
fy(x,y)�  = �2x + 2y

2x - 6y� 

ii) ∇��⃗ 2f(x,y) = �
fxx(x,y) fxy(x,y)
fyx(x,y) fyy(x,y)�  = �2 2

2 -6� 

 

 c) i) ∇��⃗ f(x,y) = �
fx(x,y)
fy(x,y)�  = � 3 e3x-5y

-5 e3x-5y� 

ii) ∇��⃗ 2f(x,y) = �
fxx(x,y) fxy(x,y)
fyx(x,y) fyy(x,y)�  = � 9 e3x-5y -15 e3x-5y

-15 e3x-5y 25 e3x-5y � 

 

 d) i) ∇��⃗ V(r,h) = �Vr(r,h)
Vh(r,h)�  = �2rπh

r2π
� 

ii) ∇��⃗ 2V(r,h) = �Vrr(r,h) Vrh(r,h)
Vhr(r,h) Vhh(r,h)�  = �2πh 2rπ

2rπ 0 � 

 

 e) i) ∇��⃗ ψ(x,t) = �
ψx(x,t)
ψt(x,t)�  = � kA cos(kx - ωt)

-ωA cos(kx - ωt)� 

ii) ∇��⃗ 2ψ(x,t) = �
ψxx(x,t) ψxt(x,t)
ψtx(x,t) ψtt(x,t)�  = �-k2A sin(kx - ωt) kωA sin(kx - ωt)

kωA sin(kx - ωt) -ω2A sin(kx - ωt)
� 

 

 f) (siehe nächste Seite) 
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 f) i) ∇��⃗ f(x,y,z) = �
fx(x,y,z)
fy(x,y,z)
fz(x,y,z)

�  = �
4x e-3yz

-6x2z e-3yz

-6x2y e-3yz
� 

  ii) ∇��⃗ 2f(x,y,z) = �
fxx(x,y,z) fxy(x,y,z) fxz(x,y,z)
fyx(x,y,z) fyy(x,y,z) fyz(x,y,z)
fzx(x,y,z) fzy(x,y,z) fzz(x,y,z)

� 

       = �
4e-3yz -12xz e-3yz -12xy e-3yz

-12xz e-3yz 18x2z2 e-3yz -6x2(1-3yz) e-3yz

-12xy e-3yz -6x2(1 - 3yz) e-3yz 18x2y2 e-3yz
� 

 

 g) i) ∇��⃗ p(x,y,h) = �
px(x,y,h)
py(x,y,h)
ph(x,y,h)

�  = �
0
0
ρg
� 

  ii) ∇��⃗ 2p(x,y,h) = �

pxx(x,y,h) pxy(x,y,h) pxh(x,y,h)
pyx(x,y,h) pyy(x,y,h) pyh(x,y,h)
phx(x,y,h) phy(x,y,h) phh(x,y,h)

�  = �
0 0 0
0 0 0
0 0 0

� 

 

 h) * i) ∇��⃗ T(x,y,z,t)  = �

Tx(x,y,z,t)
Ty(x,y,z,t)
Tz(x,y,z,t)
Tt(x,y,z,t)

�  = 

⎝

⎜
⎛

-2ax e-2z sin(ωt)
-2ay e-2z sin(ωt)

-2a(b-x2-y2) e-2z sin(ωt)
ωa(b-x2-y2) e-2z cos(ωt)⎠

⎟
⎞

 

  ii) ∇��⃗ 2T(x,y,z,t)  = 

⎝

⎜
⎛

Txx(x,y,z,t) Txy(x,y,z,t)
Tyx(x,y,z,t) Tyy(x,y,z,t)

Txz(x,y,z,t) Txt(x,y,z,t)
Tyz(x,y,z,t) Tyt(x,y,z,t)

Tzx(x,y,z,t) Tzy(x,y,z,t)
Ttx(x,y,z,t) Tty(x,y,z,t)

Tzz(x,y,z,t) Tzt(x,y,z,t)
Ttz(x,y,z,t) Ttt(x,y,z,t)⎠

⎟
⎞

 

= 

⎝

⎜
⎛

-2ae-2zsin(ωt) 0
0 -2a e-2z sin(ωt)

4ax e-2z sin(ωt) -2ωax e-2z cos(ωt)
4ay e-2z sin(ωt) -2ωay e-2z cos(ωt)

4ax e-2z sin(ωt) 4ay e-2z sin(ωt)
-2ωax e-2z cos(ωt) -2ωay e-2z cos(ωt)

4a(b - x2 - y2) e-2z sin(ωt) -2ωa(b - x2 - y2) e-2z cos(ωt)
-2ωa(b - x2 - y2) e-2z cos(ωt) -ω2a(b - x2 - y2) e-2z sin(ωt)⎠

⎟
⎞
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